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Abstract 

This paper considers a stochastic Hopfield neural network model with mixed delays, the mixed 
delays of the model are composed of constant fixed delay and continuously distributed delay. Li 
and Ding (2017) introduced this model and discussed its properties. In this paper, we will contin-
ue to study this model. Therefore, the main purpose of this paper is to obtain the criteria for the 
mean-square asymptotic stability of stochastic Hopfield neural networks with mixed delays 
through research and analysis. In addition, the methods we used are Lyapunov function method, 
Itô’s formula method and inequality method. First of all, we construct a suitable Lyapunov func-
tion. Then we apply Itô’s formula to the Lyapunov function. By calculation, we obtain the condition 
for judging the mean-square asymptotic stability of stochastic Hopfield neural networks with 
mixed delays. Lastly, we give an example to verify the results we obtained. 
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摘  要 

这篇文章考虑的是具有混合时滞的随机Hopfield神经网络模型，模型的混合时滞是由常固定时滞和连续

分布时滞组成。李和丁(2017)引入了这种模型并且讨论了其性质，本文将继续对这种模型进行研究。因

此，文章的主要目的是通过研究、分析来获得具有混合时滞的随机Hopfield神经网络的均方渐近稳定性

的判定条件。除此之外，我们使用的方法是李雅普诺夫函数法、Ito公式法和不等式法。文章首先构造了

合适的李雅普诺夫函数，然后对所构造的李雅普诺夫函数应用Ito公式，通过计算从而得到了判断具有混

合时滞的随机Hopfield神经网络的均方渐近稳定性的条件。最后，我们给出了一个例子来验证我们所得

到的结果。 
 

关键词 

混合时滞随机Hopfield神经网络，李雅普诺夫函数，Ito公式，均方渐进稳定性 

 
 

Copyright © 2019 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

神经网络因其广泛的应用而受到越来越多的关注，例如，联想记忆，优化计算，信号处理，模式识

别等[1] [2] [3] [4]。此外，稳定性问题是神经网络领域中的重要问题之一，因此，许多研究者对神经网络

的稳定性进行了研究，并且有一些文献可供参考[5] [6] [7] [8] [9]。 
在现实中，突触传递是由神经递质释放和其他概率原因的随机波动带来的噪声过程[10]。因此，研究

受随机因素影响的神经网络的稳定性是非常重要的。例如，[11]研究了随机神经网络的指数稳定性和不稳

定性。此外，由于时间时滞在许多神经网络模型中是不可避免的，例如，神经处理和信号传输。因此，

研究随机时滞神经网络具有重要的意义。目前，关于随机时滞神经网络的研究已有一些文献。[12]应用变

分参数、不等式技术和随机分析方法，研究了随机时滞 Hopfield 神经网络的均方指数稳定性。[13]使用

Ito 公式和非负半鞅收敛定理研究了随机时滞 Hopfield 神经网络的指数稳定性。文献[14]使用李雅普诺夫

泛函法和线性矩阵不等式讨论了不确定随机时滞神经网络均方指数稳定性。[15]研究了具有分布时滞的随

机递归神经网络的均方全局渐近稳定性。[16]通过构造李雅普诺夫函数考虑了时变离散分布时滞的随机

Hopfield 神经网络的均方指数稳定性。 
众所周知，[17]引入了具有混合时滞的随机 Hopfield 神经网络模型并且应用 Ito 公式和不等式技术研

究了该模型的均方指数稳定性。对于具有混合时滞的随机细胞神经网络，[18]利用李雅普诺夫函数法讨论

了几乎确定的指数稳定性和 p 阶矩指数稳定性。然而，据我们所知，关于具有混合时滞的随机 Hopfield
神经网络的均方渐近稳定性的结果很少。因此，在本文中，我们的主要目的是完成这项工作。此外，通

过构造合适的李雅普诺夫函数并且对该函数应用 Ito 公式，我们讨论了稳定性问题。 
本文由以下几部分组成。在第二节中，我们介绍了文章中使用的模型、符号和假设。在第三节中我

们得到了判断具有混合时滞的随机 Hopfield 神经网络的均方渐进稳定性的条件。在第四节中，我们给出

了一个例子来验证我们的结果。最后一节，我们给出了本文的结论。 
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2. 模型，符号和假设 

在本文中，我们考虑了由李和丁[17]引入的具有混合时滞的随机 Hopfield 神经网络模型，模型的表

达式如下： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( )

1 1

1

1

d

d d

, , d d ,

, 0,

n n
i i i ij j j ij j j jj j

tn
ij ij j jj

tn
ij j j j ij j j jj

i i

x t c x t a f x t b g x t

d k t s h x s s t

x t x t k t s x s s t

x u u u

τ

σ τ ϕ ω

ξ

= =

= −∞

= −∞

 = − + + −
 + − 
 + − −
 = −∞ < <

∑ ∑

∑ ∫

∑ ∫
               (1) 

或者等价为 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( )

d d d

, , d d ,

, 0,

t

t

x t Cx t Af x t Bg x t D K t s h x s s t

x t x t K t s x s s t

x u u u

τ

σ τ ϕ ω

ξ

−∞

−∞

  = − + + − + −   
 + − −


= −∞ < <


∫

∫              (2) 

其中 1,2, ,i n=  ， ( )1n n > 是网络中神经元的数量， ix 是在时间 t 第 i 个神经元的状态变量， 

( ) ( ) ( ) ( ) T
1 2, , , n

nx t x t x t x t R= ∈   ， ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) T

1 1 2 2, , , n
n nf x t f x t f x t f x t R = ∈  ， 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) T

1 1 2 2, , , n
n ng x t g x t g x t g x t Rτ τ τ τ − = − − − ∈  ， jf 和 jg 是在时间 t 和 jt τ− 第 j 个神经

元的激活函数， ( )1 2diag , , , 0nC c c c= > 是正定对角矩阵， ( )ij n n
A a

×
= ， ( )ij n n

B b
×

= 和 ( )ij n n
D d

×
= 分别是

反馈矩阵和时滞反馈矩阵，核 ( )
0

d 1jk s s
+∞

=∫ ， ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , nK t s k t s k t s k t s− = − − −   ， ijσ 和 ih 是连

续函数， ( )0j jτ τ ≥ 是传输时滞， ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , nt t t tτ τ τ τ=    。接下来，我们介绍了本文使用的下列符

号。 
设 ( )0, , ,tF F P≥Ω 是一个具有滤子{ } 0t t

F
≥
且满足通常条件的完全概率空间，即，当 0F 包含所有 P-空集

时，它是右连续的和递增的。 [ ]( ),0 , nC Rτ− 是从 [ ],0τ− 到 nR 的连续函数族，其范数为 ( )0sup τ θψ ψ θ− ≤ ≤=

并且 0τ > 。 [ ]( )0
,0 ,b n

FC Rτ− 定义了一族所有 0F 可测有界 [ ]( ),0 , nC Rτ− 值随机变量 ( ) : 0ξ ξ θ τ θ= − ≤ ≤ 。

( ) ( ) ( )( )T
1 , , nt t tω ω ω=  是 n 维布朗运动。对于 i j≠ ， iω 和 jω 互相独立，E 是期望。 

设 2,1 nC R R R+ + × → 定义了一族 nR R+× 上对 x 二次可微，对 t 一次可微的非负函数 ( ),V x t 。定义 

系统(1)的算子 LV 如下： 
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )

T

, , ,

d d

1 trace , , d
2

, , , d ,

t x

t

t

t
xx

LV x t t V x t V x t Cx t Af x t Bg x t

D K t s h x s s t

x t x t K t s x s s

V x t x t x t K t s x s s

τ

σ τ ϕ

σ τ ϕ

−∞

−∞

−∞

= + − + + −
+ − 

+ − −
× − − 

∫

∫

∫

                (3) 

其 中 ( ) ( ),
,t

V x t
V x t

t
∂

=
∂

， ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

, , ,
, , , ,x

n

V x t V x t V x t
V x t

x x x
∂ ∂ ∂ 

=  
∂ ∂ ∂ 

 ， ( ) ( )2 ,
,xx

i j n n

V x t
V x t

x x
×

 ∂
=   ∂ ∂ 

，

, 1, 2, ,i j n=  。 
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2.1. 假设 

a) 函数 ( )jf x ， ( )jg x ， ( )jh x ， ( )j xϕ 和 ( ), ,ij x y zσ 满足： 

( ) ( ) ( )0 0 0 0j j jf g ϕ= = = ，且 ( )0,0,0 0ijσ = ， , 1, ,i j n=  。 

b) 函数 ( )jf x ， ( )jg x ， ( )jh x 和 ( )j xϕ 是利普希茨连续的，即，存在非负常数 jL ， jM ， jN ， jU
使得 

( ) ( ) ,j j jf x f y L x y− ≤ −                                (4) 

( ) ( ) ,j j jg x g y M x y− ≤ −
                               (5) 

( ) ( ) ,j j jh x h y N x y− ≤ −
                               (6) 

( ) ( ) .j j jx y U x yϕ ϕ− ≤ −
                               (7) 

c) 下面的不等式是成立的： 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )

T

T
T T

1 2

trace , , d

, , d

d d ,

t

t

t t

x t x t K t s x s s

P x t x t K t s x s s

x t P x t x t P x t K t s x s s R K t s x s s

σ τ ϕ

σ τ ϕ

τ τ ϕ ϕ

−∞

−∞

−∞ −∞

 − −
× − − 

≤ + − − − −

∫

∫

∫ ∫

    (8) 

如果存在矩阵 ( )diag 0i n n
P p

×
= > ， ( )diag 0i n n

R r
×

= > ， 1 0P > ， 2 0P > 。 

2.2. 定义 

对于每个初值 ( )0x ξ= ，如果 ( ) 2
lim 0
t

E x t
→∞

= ，则系统(1)的平衡点是均方渐近稳定的。 

3. 主要的结果 
定理：在假设 a)~c)下，系统(1)的零平衡点是均方渐近稳定的，如果存在矩阵 ( )diag i n n

Q q
×

= 使得 

1 T 1 T
2

1 T
1

2

0,

PC PAQ A P LQL PBQ B P P

PDQ D P MQM NQN P URU

− −

−

− + + + +

+ + + + + <
 

其中 ( )diag 0i n n
L L

×
= > ， ( )diag 0i n n

M M
×

= > ， ( )diag 0i n n
N N

×
= > ， ( )diag 0i n n

U U
×

= > 。 
证明：下面是我们构建的李雅普诺夫函数。 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )( )

( ) ( )( )

T T
2

2 2
0

1 1

2
0

1 1

, d

d d

d d

t

t
n n t

j ij j j jt
i j

n n t
j ij j jt

i j

V x t t x t Px t x s P MQM x s s

q k h x x s s

r k x s s

τ

η

η

η η

ξ ϕ ξ

−

∞

−
= =

∞

−
= =

= + +

+

+

∫

∑∑ ∫ ∫

∑∑ ∫ ∫

 

对于系统(1)，我们应用 Ito 公式并且估计 ( )( ),LV x t t 如下： 
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( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

T

T T
2 2

2 2
0 0

1 1 1 1

2 2
0 0

1 1 1 1

,

2 d

d d

d d

t

n n n n

j ij j j j ij j j
i j i j

n n n n

j ij j j j ij j j
i j i j

LV x t t

x t P Cx t Af x t Bg x t D K t s h x s s

x t P MQM x t x t P MQM x t

q k h x t q k h x t

r k x t r k x t

τ

τ τ

η η η η η

ξ ϕ ξ ξ ϕ ξ ξ

−∞

∞ ∞

= = = =

∞ ∞

= = = =

 = − + + − + −  
+ + − − + −

+ − −

+ − −

∫

∑∑ ∑∑∫ ∫

∑∑ ∑∑∫ ∫

 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

T

T T T

T T

T T
2 2

trace , , d

, , d

2 2 2

2 d

t

t

t

x t x t K t s x s s

P x t x t K t s x s s

x t PCx t x t PAf x t x t PBg x t

x PD K t s h x s s h x t Qh x t

x t P MQM x t x t P MQM x t

σ τ ϕ

σ τ ϕ

τ

τ τ

−∞

−∞

−∞

+ − −
× − − 

= − + + −

+ − +

+ + − − + −

∫

∫

∫

 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2 T
0

1 1

2
0

1 1

T

T T T

d

d

trace , , d

, , d

2 2

 

2

n n

j ij j j
i j

n n

j ij j j
i j

t

t

q k h x t x t R x t

r k x t

x t x t K t s x s s

P x t x t K t s x s s

x t PCx t x t PAf x t x t PBg x t

η η η ϕ ϕ

ξ ϕ ξ ξ

σ τ ϕ

σ τ ϕ

τ

∞

= =

∞

= =

−∞

−∞

− − +

− −

+ − −
× − − 

≤ − + + −

∑∑ ∫

∑∑ ∫

∫

∫

 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )

T T
2

T T
2

2 T
0

1 1

2 T T
1 20

1 1

T

2 d

d

d

d d

t

n n

j ij j j
i j

n n

j ij j j
i j

t t

x PD K t s h x s s x t P MQM x t

x t P MQM x t h x t Qh x t

q k h x t x t R x t

r k x t x t P x t x t P x t

K t s x s s R K t s x s s

τ τ

η η η ϕ ϕ

ξ ϕ ξ ξ τ τ

ϕ ϕ

−∞

∞

= =

∞

= =

−∞ −∞

+ − + +

− − + − +

− − +

− − + − −

+ − −

+

∫

∑∑ ∫

∑∑ ∫

∫ ∫

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )

T T T

T T
2

T T
2

T

T

2 2 2

2 d

d d

d d

t

t t

t t

x t PCx t x t PAf x t x t PBg x t

x PD K t s h x s s x t P MQM x t

x t P MQM x t x t NQNx t

K t s h x s s Q K t s h x s s

K t s x s s R K t s x s s

τ

τ τ

ϕ ϕ

−∞

−∞ −∞

−∞ −∞

= − + + −

+ − + +

− − + − +

− − −

− − −

∫

∫ ∫

∫ ∫

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )
T T T

1 2 

d d
Tt t

x t URUx t x t P x t x t P x t

K t s x s s R K t s x s s

τ τ

ϕ ϕ
−∞ −∞

+ + − −

+

+

− −∫ ∫
                   (9) 
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根据不等式 T T 1 T2a b a X a b Xb−≤ + ，我们有 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )

T T 1 T T T

T 1 T

2

,

x t PAf x t x t PAQ A P x t f x t Qf x t

x t PAQ A P LQL x t

−

−

≤ +

≤ +                (10) 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

T T 1 T T T

T 1 T

2

,

x t PBg x t x t PBQ B P x t g x t Qg x t

x t PBQ B Px t x t MQM x t

τ τ τ

τ τ

−

−

− ≤ + − −

≤ + − −
           (11) 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )
T

T
T 1 T

2 d

d d .

t

t t

x t PD K t s h x s s

x t PDQ D Px t K t s h x s s P K t s h x s s

−∞

−

−∞ −∞

−

≤ + − −

∫

∫ ∫
         (12) 

通过(9)~(12)，我们得到 

( )( ) ( )
( )

T 1 T 1 T
2

1
1

, 2LV x t t x t PC PAQ A P LQL PBQ B P P

PDQ DP MQM NQN P URU x t

− −

−

≤ − + + + +
+ + + + + 

 

因此，我们得到 ( )( ), 0LV x t t ≤ 。即，系统(1)的零平衡点是均方渐近稳定的。 

4. 例子 

考虑具有混合时滞的二维随机 Hopfield 神经网络。 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )

1 1 1 11 1 1 12 2 2 11 1 1 1

12 2 2 2 11 11 1 1

12 12 2 2

11 1 1 1 11 1 1 1

12 2 2 2 12 2 2 2

d

d

d d

, , d d

, d d , ,

t

t

t

t

x t c x t a f x t a f x t b g x t
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∫
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∫

∫

∫

∫

              (13) 

取 C，A，B 和 D 如下： 

11 11 12

22 21 22

0 6 0 0.2 0.1
, ,

0 0 8 0.3 0.4
c a a

C A
c a a

      
= = = =      

      
 

11 12 11 12

21 22 21 22

0.4 0.1 0.1 0.2
, .

0.2 0.2 0.4 0.3
b b d d

B D
b b d d
      

= = = =      
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( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

11 1 1 1 11 1 1

1 1 1
11 1 1
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1 d ,
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t
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x t x t
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τ
ϕ
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−∞

− −

−
= + + −

∫
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τ
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−
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∫
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( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

22 2 2 2 22 2 2

1 1 1
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, , d

1 d .
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t

t

x t x t k t s x s s

x t x t
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σ τ ϕ

τ
ϕ

−∞

−∞

− −

−
= + + −

∫

∫
 

设 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tanhj j j jf x g x h x x xϕ= = = = ， ( ) e t
ijk t −= ，, 1, 2i j = ， 1 2 1τ τ= = ，然后我们有 1 2 1L L= = ，

1 2 1M M= = ， 1 2 1N N= = ， 1 2 1U U= = 。 

选择
1 0
0 1

P Q  
= =  

 
， 1

0.2 0
0 0.1

P  
=  
 

， 2

0.1 0
0 0.3

P  
=  
 

，这样我们有 

1 T 1 T
2

1 T
1

2
7.43 0.3

0,
0.3 11.02

PC PAQ A P LQL PBQ B P P

PDQ D P MQM NQN P URU

− −

−

− + + + +

− 
+ + + + + = < − 

 

因此，根据定理的内容，我们得到神经网络是均方渐近稳定的。 

5. 结论 

本文考虑的是具有混合时滞的随机 Hopfield 神经网络模型，本文首先构造了合适的李雅普诺夫函数，

然后对所构造的李雅普诺夫函数应用 Ito 公式，通过进一步的计算得到了具有混合时滞的随机 Hopfield
神经网络的均方渐近稳定性的判定条件。最后，我们给出了一个例子验证了所得到的结果。 
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