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摘  要 

Malkus混沌水轮是展示混沌现象的典型力学装置，本文探讨了Malkus水轮混沌旋转的力学机理。把

Malkus水轮混沌旋转的数学模型转换为Kolmogorov系统，基于惯性力矩、内力矩、耗散力矩和外力矩

的不同耦合模式，利用理论分析和数值仿真相结合的方法，分析探讨了Malkus水轮混沌旋转的主要影响

因素和内在的力学机理。影响混沌旋转现象主要因素有内能、动能和哈密顿能量。通过分析仿真得知力
矩缺失模式并不能产生混沌旋转现象，全力矩模式才能产生混沌旋转现象，四种力矩缺一不可，与此同

时只有耗散和外力相匹配时才能产生混沌。 
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Abstract 
Malkus chaotic water wheel is a typical mechanical device to show chaotic phenomena. This paper 
discusses the mechanical mechanism of Malkus chaotic rotation. The mathematical model of Mal-
kus wheel chaotic rotation is transformed into Kolmogorov system. Based on different coupling 
modes of inertia moment, internal moment, dissipative moment and external moment, the main 
influencing factors and internal mechanical mechanism of Malkus wheel chaotic rotation are ana-
lyzed and discussed by combining theoretical analysis with numerical simulation. The main fac-
tors affecting the chaotic rotation are internal energy, kinetic energy and Hamiltonian energy. 
Through the analysis and simulation, we know that the lack of torque mode cannot produce chao-
tic rotation phenomenon; the full torque mode can produce chaotic rotation phenomenon, and 
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four kinds of torque are indispensable, at the same time, only when the dissipation and external 
force match, it can produce chaos. 
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1. 引言 

混沌研究的历史最早可追溯到 Poincare 对三体问题的研究[1]。1963 年美国的气象学家 Lorenz 在研究

局部区域小气候的数值实验时发现了混沌现象[2]，开启了混沌研究的先河，受数值结果启发 Lorenz 设计了

混沌水轮实验装置。Malkus 改进了 Lorenz 混沌水轮实验装置，完成了通过实验演示 Lorenz 方程混沌行为

这一挑战性工作[3]，引起了许多学者的广泛关注[4] [5] [6]，导致了分析和解释水轮混沌旋转现象一系列研

究工作。但是水轮为什么混沌旋转？发生混沌旋转的内在机理方面的研究，目前还没有文献涉及，本文将

在这方面展开研究和探索。从力学的角度研究混沌系统已经有了良好的开端，阿诺德[7]用 Kolmogorov 系

统来描述具有哈密顿函数的不同强迫动力系统，流体动力系统等。Pasini 和 Pelino [8]对 Lorenz 系统进行研

究，并给出了统一的 Kolmogorov 系统和 Lorenz 系统。王贺元探讨了同轴圆筒间旋转流体的力学机理[9]。
基于这些研究工作，本文探讨 Malkus 水轮混沌旋转的内在机理。将 Malkus 水轮系统转化为 Kolmogorov
系统，分析了不同动力学模式下 Malkus 水轮旋转行为，理论分析发现四种虚拟模式都不能产生混沌旋转行

为，全力矩模式才能产生混沌旋转行为，进而解释了 Malkus 水轮混沌旋转的力学机理。 

2. Malkus 水轮系统及其 Kolmogorov 系统 

文献[4]利用质量守恒方程、动量矩方程结合傅里叶展开等数学方法推导出简化的 Malkus 水轮混沌旋

转现象的数学模型为如下三维非线性微分方程组 

( )x y x
y x y xz
z xy z

σ
ρ

= −
 = − −
 = −

�
�
�

                                     (1) 

其中 x 与角速度有关的物理量，y、z 是质心坐标[10]，σ 、ρ 是与注水率和漏水率有关的变量。当 4σ = ，

31.45 73.51ρ≤ ≤ 时，系统(1)产生混沌行为。为分析解释 Malkus 水轮混沌旋转的力学机理和物理意义，

引入三维 Kolmogorov 系统 
{ },X X H X f= −Λ +�                                   (2) 

其中 [ ]T, ,X x y z= ，反括号{ },• • 表示哈密顿函数 H 动能部分的代数结构，以及 cosymplectic 矩阵 J，或

Lie-Poisson 结构[8] 
{ }, ik i kF G J F G= ∂ ∂                                    (3) 

系统(2)是 Kolmogorov 描述具有哈密顿函数的不同强迫动力系统，流体动力系统等引入的[7]。在欧

拉方程(或力矩) { },X H 是惯性力(离心力)。系统(2)是具有耗散力和外力的广义欧拉方程[11]。 
经变量变换 , ,x x y y z z σρ ρ+ +� � � 系统(1)化为 
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( )

( )1

x y x
y y xz x
z xy z

σ
σρ

ρ σ

= −
 = − − −
 = − − +

�
�
�

                                  (4) 

变换之后系统(4)依然存在混沌吸引子[12]，平衡点的个数与原系统(1)相同，只是吸引子位置发生改

变。 

定义哈密顿能量 H K U= + ，其中动能 ( )2 2 21 2 2
2

K x y z= + + ，势能U zσρ= 。系统(4)的 Kolmogorov

系统如下 

( )
{ }

0
0 ,
1

y x
X xz x y X H X f

xy z

σ σ
σρ

ρ σ

    
    = − − − + = −Λ +    

     − +     

�                   (5) 

其中 ( ),1,1diag σΛ = ， ( )( )T
0,0, 1f ρ σ= − + 。这里 X 相当于角动量，时间导数 X� 表示 Malkus 水轮转动

力矩的变化率。{ },X H 是守恒项，包含动能产生的惯性力矩和势能释放的内力距。 XΛ 是耗散力矩，即

摩擦或粘滞力，f 是外力矩，由注水产生的驱动力矩。 

3. 系统动力学机制及其分析 

各种类型的力矩对 Malkus 水轮旋转都具有不同程度的影响，本节从力矩的不同耦合模式展开讨论，

从而阐释水轮混沌旋转的力学机理。 
模式一：系统只包含惯性力矩，即系统仅包含动能 

{ }
0

,X X K zx
xy

 
 = = − 
 
 

�                                     (6) 

动能函数的导数 2 2 0K xx yy zz= + + =� � � � 。 
系统是保守系统，所以其运动轨迹为闭合周期轨道如图 1 所示，状态变量 z 的轨迹如图 2 所示，能

量演化如图 3 所示，根据能量演化曲线可判断出运动过程中整个系统的能量成周期波动。事实上，由于

x 是常量，系统是线性系统，此时 Malkus 水轮永不停息地做周期旋转运动。 
 

 
Figure 1. Three dimensional periodic orbits 
图 1. 三维周期轨道 
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Figure 2. Trajectory of state variable z 
图 2. 状态变量 z 的轨迹 

 

 
Figure 3. Energy evolution diagram 
图 3. 能量演化图 

 

模式二：系统包含哈密顿能量中的惯性力矩(由动能 K 产生的)和内力矩(由势能 U 释放产生)，对应

的方程为 

{ },
y

X X H xz x
xy

σ
σρ

 
 = = − − 
 
 

�                                (7) 

哈密顿函数的导数 ( )2 2 2 1H xx yy zz z xyσ ρ σ= + + + = −� � � � � 。 
由于没有耗散，系统也是保守系统，因此，如图 4 所示，产生一个闭合的周期轨道，状态变量 z 的

轨迹如图 5 所示，哈密顿能量及能量演化如图 6、图 7 所示。根据能量演化曲线可以判断整个系统的哈

密顿能量先是波动起伏比较大，并且动起伏逐渐变小，最后到达一个稳定值，整个系统的能量稳定。比

较模式一和模式二，势能 U 的出现使其对应解上下震荡更加频繁，由于势能 0U > ，系统是非线性系统，

并且因为势能 U 的加入使周期解出现的频率比模式一高很多，即内力矩是系统解的移动的速度比模式一

快得多，频率的大小由参数 ,σ ρ 决定，内力矩(由 U 释放)增强了轨道的拉伸和收缩，这对系统正常旋转

到混沌旋转的产生也许是有效的，但此时水轮并未产生混沌旋转，只是在做周期运动。 

https://doi.org/10.12677/dsc.2021.104023


梅鹏飞，王贺元 
 

 

DOI: 10.12677/dsc.2021.104023 225 动力系统与控制 
 

 
Figure 4. Three dimensional periodic trajectory 
图 4. 三维周期轨迹 

 

 
Figure 5. The periodic trajectory of z 
图 5. z 的周期轨迹 
 

 
Figure 6. Hamiltonian energy evolution diagram 
图 6. 哈密顿能量演化图 
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Figure 7. Energy evolution diagram 
图 7. 能量演化图 
 

模式三：系统包含惯性力矩，内力矩和耗散力矩，即系统包含内能和耗散因素，但不包含驱动因素，

相应的方程 

{ },
y x

X X K U X xz x y
xy z

σ σ
σρ

   
   = + −Λ = − − −   
   
   

�                         (8) 

对于 3.34σ = ，可得 

( ) 2 0x y zDiv V
x y z

σ∂ ∂ ∂
= + + = − − <
∂ ∂ ∂
� � �

 

其中 V 是系统相空间的体积。因此，此模式下系统是耗散的，即相空间的体积在流量下以指数形式收缩

[13]，哈密顿能量变化率是 
2 2 22 2 2 2 2 2H xx yy zz cz x y z xy y zσ σ σ σ= + + + = − − − + − −� � � � �  

不同于文献[14] [15] [16] [17]中讨论 Kolmogorov 系统，我们在讨论 Kolomogorov 系统，不仅仅由哈

密顿函数的导数与零的关系就确定系统是耗散的。图 8 绘制出了哈密顿能量 H 随时间的变化的图像，显

然是耗散系统，所以体积 V 耗散进而能量减少如图 9 所示。并且最终减小到零，整个系统没有能量参与，

此时为 Malkus 水轮旋转的某一时刻，将其中的外力矩突然撤销(停止注水)，由于能量在某一刻会消耗为

零，水轮将静止下来。 
模式四：系统在惯性力矩，内力矩和外力矩下，即系统包含内能和驱动因素，但不包含耗散因素，

对应的方程为 

{ }
( )

0
, 0

1

y
X X U f xy x

xy

σ
σρ

ρ σ

  
  = + = − − +   

   +   

�

－

                        (9) 

由于存在外力矩 f，总的角动量在外力矩的方向发展，实际上由于水的注入，系统的动能和势能都会增

加，随时间的增长，导致了能量的增加，如图 10、图 11 所示。这意味着轨道不仅存在周期加倍移动，而且

还被外力矩拉伸以产生螺旋状曲线，如图 12 所示。图 13 显示状态变量 y 的振荡频率随时间增长的轨迹图。 
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Figure 8. Hamiltonian energy evolution diagram 
图 8. 哈密顿能量演化图 

 

 
Figure 9. Energy evolution diagram 
图 9. 能量演化图 

 

 
Figure 10. Energy evolution diagram 
图 10. 能量演化图 
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Figure 11. Hamiltonian energy evolution diagram 
图 11. 哈密顿能量演化图 

 

 
Figure 12. Three dimensional spiral orbit 
图 12. 三维螺旋轨道 

 

 
Figure 13. Trajectory of state variable y 
图 13. 状态变量 y 的轨迹 
 

为了分析比较各种力矩对实际 Malkus 水轮系统的转动的影响以及作用，上面四种模式均为虚拟的理
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想状态，下面模式五才是真实存在的模式。 
模式五：系统包含全部力矩，即系统包含内能，同时包含耗散因素和驱动因素，对应的方程为 

{ }
( )

0
, 0

1

y x
X X H X f xz x y

xy z

σ σ
σρ

ρ σ

    
    = −Λ + = − − − +     

     − +     

�                 (10) 

固定 4σ = ，当 68ρ = 时，系统的庞加莱截面图和混沌吸引子图如图 14、图 15 所示。其中的运动轨

迹十分复杂，又有混沌吸引子出现。 
 

 
Figure 14. Poincare interface diagram for 68ρ =  
图 14. 68ρ = 时的庞加莱截面图 

 

 
Figure 15. The attractor graph when 4, 68σ ρ= =  
图 15. 4, 68σ ρ= = 时的吸引子图 

 

取 4σ = ，模型的动力学行为将随着 ρ 的大小变化而变化。如图 16 为当 0 300ρ< < 时的分叉图，图

17 为对应的最大 Lyapunov 指数图。当 1.065386ρ = 时，模型开始出现分叉， 35.54ρ > ，开始发生混沌，

混沌区中在 75.688 110ρ< < 时出现一个明显的周期窗口。图 18、图 19 为系统的功率谱图和返回映射图。 
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Figure 16. Bifurcation graph of state variable y when 4σ =  
图 16. 4σ = 时状态变量 y 的分叉图 

 

 
Figure 17. The largest Lyapunov exponent when 4σ =  
图 17. 4σ = 时的最大 Lyapunov 指数 

 

 
Figure 18. Power spectrum at 4, 68σ ρ= =  
图 18. 4, 68σ ρ= = 时的功率谱 
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Figure 19. Return mappings at 4, 68σ ρ= =  
图 19. 4, 68σ ρ= = 时的返回映射 
 

根据以上混沌指标图可判断，系统(10)出现混沌吸引子，此状态下的 Malkus 水轮处于混沌旋转状态。

模式三中没有外力矩，系统解趋于一个平衡点，Malkus 水轮将在某一时刻静止下来。模式四系统解在没

有耗散的基础上无限增长，Malkus 水轮将永不停息地旋转运动。因此外力和耗散耦合是 Malkus 水轮系

统产生混沌吸引子的必要条件，此时水轮装置发生混沌旋转。然而当外力和耗散不匹配时，耗散并不能

保证水轮系统能量衰减，也就是说二者虽然是产生混沌地基本因素，但外力和耗散简单耦合并不总是使

系统产生混沌。只有当 35.6 75.7ρ< < 时，水轮系统(10)才产生混沌行为，Malkus 水轮出现混沌旋转。 

4. 结语 

本文研究了 Malkus 水轮系统的动力学机理和能量转换，通过理论分析和数值仿真结果阐释了 Malkus
水轮混沌旋转的力学机理和物理意义。探讨了 Malkus 水轮系统作为 Kolmogorov 系统的力学和物理意义。

通过虚拟四种模式，对四种类型的力矩进行逐个分析、解释其不能产生混沌的内在机理。模式五—全力

矩力矩耦合模式，即真实物理场景，从理论分析 Malkus 水轮产生混沌旋转的力学机理，发现内能、耗散

因素和驱动因素并存是产生混沌旋转的必要因素，此时 Malkus 水轮发生混沌旋转。 
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