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摘  要 

本文研究了动态参数不确定性的复杂网络在混合时滞下的自适应完全同步。时变节点时滞、耦合时滞和

分布时滞被添加到动态模型方程中用来研究混合时滞是如何影响网络的动态行为的。模型中动态参数的

不确定性更符合实际系统并能更好地扩展其应用。应用了一个简单的自适应控制器便可处理网络之间的

同步关系。最后通过数值模拟验证网络同步的可行性。 
 
关键词 

复杂网络，未知参数，混合时滞，自适应控制 

 
 

Complete Synchronization of Complex  
Networks with Uncertain Parameters  
and Mixed Delays 

Heshan Lei, Nuo Jia 
Harbin Normal University, Harbin Heilongjiang 
 
Received: Sep. 18th, 2022; accepted: Oct. 8th, 2022; published: Oct. 19th, 2022 

 
 

 
Abstract 
In this paper, adaptive complete synchronization of complex networks with dynamic parameter 
uncertainties under mixed delays is investigated. Time-varying node delays, coupling delays and 
distributed delays are added to the dynamic model equations to study how mixed delays affect the 
dynamic behavior of the network. The uncertainty of dynamic parameters in the model is more 
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consistent with the actual system and can extend its application better. A simple adaptive control-
ler is applied to resolve the synchronization relationship between the networks. Finally, the feasi-
bility of network synchronization is verified by numerical simulation. 
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1. 引言 

复杂网络技术的发展为语言研究提供了新的视角和手段[1]，对复杂网络的研究主要是从抽象的数学

模型出发研究各种复杂网络所具有的共性以及对其加以控制利用的普遍方法[2]。网络中的节点构成迥异，

数目众多，且节点间的耦合强度和耦合关系复杂，但大规模节点突然地一起运动或行动就会导致同步现

象的出现[3]，因此网络同步现象在数学、医学等各种学科领域内不断被深入研究[4] [5] [6] [7]。时滞是网

络化控制系统中时常会发生的一种不可避免的现象，针对这种现象，许多专家学者近年来提出了不同方

法予以解决[8] [9] [10] [11]。文献[12]研究了一类在网络中含有服从二项分布的随机离散时滞项在带有时

滞特性的脉冲控制器的影响下所产生的网络之间同步问题，在脉冲控制时滞下通过 Lyapunov 稳定性理论

解决了网络中带有随机时变时滞这类特殊情形的同步问题。文献[13]研究了几类网络的外同步问题。针对

普通复杂网络以及在复数域下的同步问题，给出了一个较为复杂的控制器，其控制器是非线性与自适应

相互结合的一类混合设计，能用来更好地解决带有时滞和随机扰动的复杂网络或神经网络之间的同步问

题。文献[14]研究了两个带有不确定参数、结构以及干扰的网络之间的同步问题。分别讨论了参数确定以

及不确定、结构相同以及不同时下的两个网络之间的同步问题，给出了多种讨论方案用以验证网络之间

在干扰下的同步问题，具有更好的现实性。因此基于网络中的多种情况，我们在下文中给出了带有未知

参数以及混合时滞的一类复杂网络，来探究其同步问题。 

2. 初步介绍和模型描述 

根据网络动力学理论，网络中每个节点的行为或状态可以用一个动态方程 ( )( )ix F x t= 来描述。本文

中我们考虑同时具有节点时滞、耦合时滞和分布时滞的耦合复杂网络，并将此网络作为驱动网络，其节

点状态方程描述为： 

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )2
0 1 1 2

1 1
d

N N t
i i i ij j ij jt t

j j
x t F x t g x t t l H x t t d H x

τ
τ τ ξ ξ

−
= =

= + − + − +∑ ∑ ∫          (1) 

式子中 ( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2, , , q

i i i iqx t x t x t x t R= ∈ 表示第 i 个节点在 t 时刻的状态向量，其中 1,2, ,i N=  。向

量函数 ( )F ⋅ 是驱动网络带有未知参数的动态方程，保证连续可微，满足 q qR R→ 。 ( )1H ⋅ ， ( )2H ⋅ 是驱动

网络中的内部耦合矩阵。向量函数 : q qg R R→ 是非线性光滑函数，同样满足连续且可微，表示网络的动

态特性。 ( )0 0tτ ≥ 为节点的时变时滞， ( )1 0tτ ≥ 为系统的耦合时滞以及 ( )2 0tτ ≥ 为系统的分布时滞。具

有时滞的外部耦合矩阵 ( ) N N
ijL l R ×= ∈ ， ( ) N N

ijD d R ×= ∈ 描述网络的拓扑结构，并且要求满足下面条件：

如果节点 i 和 j 存在时滞耦合( i j≠ )，那么 0ijl > ， 0ijd > 否则有 0ij ijl d= = 。此外矩阵 L，D 均需要满足
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耗散耦合条件(2)： 

1 1 1 1

N N N N

ii ij ji ii ij ji
j j j j
j i j i j i j i

l l l d d d
= = = =
≠ ≠ ≠ ≠

= − = − = − = −∑ ∑ ∑ ∑和                          (2) 

在这里为了方便探究，我们默认耦合强度为 1。基于混沌同步的驱动–响应概念，我们给出对应网络(1)
的响应网络模型： 

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )
2

0 1 1 2
1 1

d
N N t

i i i ij j ij j it t
j j

y t G y t g y t t l H y t t d H y u t
τ

τ τ ξ ξ
−

= =

= + − + − + +∑ ∑ ∫     (3) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2, , , q

i i i iqy t y t y t y t R= ∈ 为第 i 个节点的状态向量， ( )G ⋅ 为响应网络节点的动态函数并

且同样满足 q qR R→ 。响应模型(3)中的 ( )iu t 是响应系统中仍需要设计的控制器，并且有 

( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2, , , q

i i i iqu t u t u t u t R= ∈ 。根据驱动–响应系统之间节点的状态误差向量来不断调整响应网

络的节点的状态。其余表示方法均与式(1)表示相同，这里不再赘述。从本文的模型构建中可以看出，我

们的模型考虑了混合时滞的影响，并且动态参数 ( )F ⋅ 是未知的，这样的网络模型能更好的反映出一般性。 
接下来我们给出两个网络之间的节点状态误差向量，表示为： 

( ) ( ) ( )i i ie t y t x t= − , 1 i N≤ ≤                                 (4) 

这里 ( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2, , , q

i i i iqe t e t e t e t R= ∈ 。当网络(1)与网络(3)实现完全同步时，每个节点的状态误差向

量需要满足以下条件： 

( ) ( ) ( )lim lim 0i i it t
e t y t x t

→∞ →∞
= − = , 1 i N≤ ≤                           (5) 

式(3)中的控制器 ( )iu t 可以根据耦合结构和节点动态参数的变化而更新其参数。自适应控制器可视为是一

种在线参数估计器与由参数已知时得出的控制律的一种组合。这种组合方法加上估计器和控制律的类型

就提出了各种不同性质、不同类型的自适应控制器[15]。因此自适应控制器被重点应用于解决网络之间的

同步问题。为了更好的研究问题，我们给出以下假设和引理： 
假设 1： ( )i tτ 是连续可微的，并且满足 ( )0 i itτ τ< <  ， ( )0 1i ktτ µ µ< < < < 。其中 0,1,2i =  
假设 2： ( )g ⋅ ， ( )1H ⋅ 都是连续有界函数，对于任意向量 , nx y R∈ ，存在正常数 ,β γ 满足 

( ) ( )
( ) ( )1 1

g x g y x y

H x H y x y

β

γ

− ≤ −

− ≤ −
 

引理 1 [16]：对于任意的 ,X Y 为 n 维实数矩阵， 0η > 为合适的正常数，则有 

T T T12X Y X X Y Y
η

≤ +  

引理 2 [17]：对于耦合矩阵 ( )ij N N
L l

×
= 有 

1) 
1

N

ii ij
j
j i

l l
=
≠

= −∑ 且 0ijl ≥ ，其中 i j≠ ， , 1, 2, ,i j N= 
 

2) 若矩阵 L 符合上述条件并且为不可约的，则通过 L 所求的任何一个非零特征值的实部均为负数。 
3) 存在一个矩阵 ( )1 2, , , nϕ ϕ ϕ ϕ=  ，使得 ( )T 1,2, ,i i iL i nϕ ωϕ= =  成立，这里 1 2 nω ω ω≥ ≥ ≥ 是 L

的所有特征值。 
这里的耦合矩阵 D 均有类似性质。 
引理 3 [18]：对于任意正定对称矩阵 W，标度常量 a 和 b ( a b< )，向量函数 ( ) [ ], nt a b Rλ = → 有 
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( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T

Td d d
b b b

a a a
t t W t t b a t W t tλ λ λ λ≤ −∫ ∫ ∫ 成立。 

3. 主要结论 

节点动态参数 ( )F ⋅ 是具有未知参数的，因此在这种情况下我们可以把 ( )( )iF x t 分裂成为以下形式： 

( )( ) ( )( ) ( )( )i i iF x t A x t f x tα= +                              (6) 

其中 A 和 f 是节点状态向量的两个函数， ( )T
1 2, , , m

m Rα α α α= ∈ 是未知参数的向量，m 是未知参数的个

数。网络之间相应的节点状态误差向量的变化率表示为： 

( ) ( ) ( )i i ie t y t x t= −    

将网络(1)与(3)带入后可得到 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )
( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )

2

0

1 1 2
1 1

d

i i i i i

N N t
ij j ij j it t

j j

e t G y t A x t f x t g e t t

l H e t t d H x u t
τ

α τ

τ ξ ξ
−

= =

= − − + −

+ − + +∑ ∑ ∫



                (7) 

其中有： 

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )
( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

0 0 0

1 1 1 1 1 1

2 2 2

i i i

i i i

i i i

g e t t g y t t g x t t

H e t t H y t t H x t t

H e H y H x

τ τ τ

τ τ τ

ξ ξ ξ

− = − − −

− = − − −

= −

 

定理 1：当网络中含有未知参数的动态函数存在时，驱动网络和响应网络可以取如下控制器实现网

络之间的完全同步： 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )ˆi i i i i iu t k t e t G y t A x t t f x tα= − − + +                    (8) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( ) 2T
i i i i i ik t c e t e t c e t= = ，满足 ic 为任意正常数。 ( ) ( ) ( )ˆt t tα α α= − 是 t 时刻α 的估计，并且

( ) ( )( ) ( )T
i it A x t e tα = −

 。从而得到网络之间相应节点状态误差向量的变化率为 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2

0 1 1 2
1 1

d
N N t

i i i ij j ij j i it t
j j

e t A x t t g e t t l H e t t d H x k t e t
τ

α τ τ ξ ξ
−

= =

= + − + − + −∑ ∑ ∫   (9) 

证明：选取如下 Lyapunov 函数： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 5V t V t V t V t V t V t= + + + +  

其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )( )

0

1

2

T T
1

1 1
2

2
1

T
3

1

T
4

1

T
5 2 2 2

1

1 1
2 2

ˆ1
2

1
1

1
1

d d

N m

i i i i
i i

N i i

i i
N t

i it t
i

N t
i it t

i

N t t
i it t t

i

V t e t e t t t

k t k
V t

c

V t e t e t

V t e t e t

V t H e H e

τ

τ

τ θ

α α

µ

µ

τ θ ξ ξ ξ

= =

=

−
=

−
=

− +
=

= +

−
=

=
−

=
−

=

∑ ∑

∑

∑ ∫

∑ ∫

∑∫ ∫

 

                      (10) 
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这里 îk 是一个不确定的非负数。对上述 Lyapunov 函数进行求导可得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2

T T
1

1 1

T
0 1 1

1 1

T T
2

1 1
d

N m

i i i i
i i

N N

i i i ij j
i j

N mt
ij j i i i i it t

j i

V t e t e t t t

e t A x t t g e t t l H e t t

d H x k t e t t A x t e t
τ

α α

α τ τ

ξ ξ α

= =

= =

−
= =

= +


= + − + −




+ − −


∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑∫




 





 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )

2

2

T T
0

1 1

T T
1 1 2

1 1 1 1

T T T

1 1

T T
0 1 1

1 1 1

T
2

1 1

d

N N

i i i i
i i

N N N N t
i ij j i ij jt t

i j i j

N m

i i i i i i
i i

N N N

i i i ij j
i i j

N N t
i ij t t

i j

e t A x t t e t g e t t

e t l H e t t e t d H x

e t k t e t t A x t e t

e t g e t t e t l H e t t

e t d H

τ

τ

α τ

τ ξ ξ

α

τ τ

= =

−
= = = =

= =

= = =

−
= =

= + −

+ − +

− −

= − + −

+

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∫

∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∫





( )( ) ( ) ( ) ( )T

1
d

N

j i i i
i

x e t k t e tξ ξ
=

−∑ ∑

 

应用上述引理以及假设可得 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

T T T
0 0 0

1 1 1
2

T T
0 0

1 14

N N N

i i i i i i
i i i

N N

i i i i
i i

e t g e t t e t e t t e t e t t

e t Ie t e t t Ie t t

τ β τ β τ

β τ τ

= = =

= =

− ≤ − ≤ −

≤ + − −

∑ ∑ ∑

∑ ∑
 

同理可得到 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

T T
1 1 1

1 1 1 1

T T
1 1

1 1 1

T 2 T
1 1

1 1 1

2
T T

1 1
1 1

4

4

N N N N

i ij j ij i j
i j i j

N N N

i i ij i j
i i j

N N N

i i ij i j
i i j

N N

i i i i
i i

e t l H e t t l e t e t t

e t t Ie t t l e t Ie t

e t t Ie t t l e t Ie t

Le t t Ie t t e t Ie t

τ γ τ

τ τ γ

γτ τ

γτ τ

= = = =

= = =

= = =

= =

− ≤ −

≤ − − +

≤ − − +

≤ − − +

∑ ∑ ∑∑

∑ ∑∑

∑ ∑∑

∑ ∑

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )( )
2 2 2

2

T
T T

2 2 2
1 1 1 1 1

2
T T

2 2 2
1 1 1

d d d

d
4

N N N N Nt t t
i ij j i ij j j jt t t t t t

i j i j j

N N N t
i i k j jt t

i k i

e t d H x e t d e t H x H x

D e t Ie t t x H x H x

τ τ τ

τ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

τ ε ξ ξ ξ

− − −
= = = = =

−
= = =

≤ +

≤ +

∑ ∑ ∑∑ ∑∫ ∫ ∫

∑ ∑ ∑ ∫
 

上式
1

N

k
k

x
=
∑ 中，当 ( ) 0ke t = 时， 0kx = ；当 ( ) 0ke t ≠ ， 1kx = 。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T
2

1 1

T T T

1 1 1

ˆ ˆ
ˆ

ˆ ˆ

N N
i i i i

i i i i
i ii i
N N N

i i i i i i i i i i
k k k

k t k k t k
V t k c e t e t

c c

k t k e t e t k t e t e t k e t Ie t

= =

= = =

− −
= ⋅ ≤ ⋅

≤ − ≤ −

∑ ∑

∑ ∑ ∑




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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

T T
3 0 0 0

1

T T
0 0

1 1

1 1
1

1
1

N

i i i i
i

N N

i i i i
i i

V t e t e t e t t e t t t

e t Ie t e t t Ie t t

τ τ τ
µ

τ τ
µ

=

= =

 = − − − − −

≤ ⋅ − − −
−

∑

∑ ∑





 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
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将上述式子整理到一起得到 

( ) ( ) ( ) ( )
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2 2 2
T

1

T
2 2 2

1 1
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1

N
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∑
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                 (11) 

这里 ( ) ( ) ( ) ( )( )TT T T
1 2, , ,i Ne t e t e t e t=  。选取合适的值 ( )

2 2 2 2ˆ
4 1i
L Dk t β γ

µ
+ +

> +
−

以及 1ε < 时，保证 

了 Lyapunov 函数为负定。根据 Barbalat 引理[19]可知，状态向量的极限误差值趋近于 0，也就是说有

( ) ( ) ( )( )TT T T
1 2lim , , , 0Nt

e t e t e t
→∞

→ 。因此在我们所设计的自适应控制器下，驱动网络与响应网络之间可以

达到完全同步，并且其同步是全局稳定的。 

4. 数值模拟 

不失一般性，本章我们选取了一个具有四个节点的复杂网络，其驱动系统如下： 

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )2

4 4
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d
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j j
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其中 ( )( )iF x t 是具有未知参数的并且有 ( )( ) ( )( ) ( )( )i i iF x t A x t f x tα= + ，因而我们在数值模拟中设定其

为 ( ) ( )iA x⋅ = ⋅ ， ( ) ( )( )tanh if x⋅ = ⋅ ， ( ) ( )( )tanh ig x⋅ = ⋅ 。这里 ( )T, , ,a b c dα = 作为未知参数的向量估计， 

其中标量值 10a = ，
8
3

b = ， 18c = ， 2.8d = − 。参数设置保证了两个系统是混沌的并且有 

1 2

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

H H

 
 
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 
 
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, 
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0 0 4 3

ijD d
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为了便于研究，我们选择了耦合时滞 ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 0.01 0.02sint t t tτ τ τ= = = + 。对应的响应系统为 

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )
2

4 4
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1 1

d
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i i i ij j ij j it t
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−
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类似的有 ( ) ( )iG y⋅ = ⋅ ， ( ) ( )( )tanh ig y⋅ = ⋅ 。控制器中 ( )2 1, 2,3, 4ic i= = 。我们得到误差系统如下 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
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4 4
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d
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仿真结果显示：驱动系统(1)与响应系统(3)的运动轨迹如下图 1，图 2 所示。不受控制的误差系统的

运动轨迹如图 3 所示。此外图 4 显示出了在我们所设计的控制器下，驱动系统与响应系统可以在一定时

间内完成同步，因此可以反映出我们的理论结果是有效的。 
 

 
Figure 1. The trajectories of drive system 
图 1. 驱动系统的运动轨迹 

 

 
Figure 2. The trajectories of response system 
图 2. 响应系统的运动轨迹 
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Figure 3. The trajectories of error system without controller 
图 3. 无控制器作用的误差系统轨迹 

 

 
Figure 4. The trajectories of error system under controller 
图 4. 有控制器作用的误差系统轨迹 

5. 结论 

本文我们研究了一类带有动态参数不确定性的混合时滞复杂网络。通过设计一种适应模型本身的自

适应控制器通过对混合时滞以及未知参数不确定的针对性处理，有效且简单的解决了网络之间的同步问
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题，并且通过数值模拟也有效地验证了文章的合理性。因此自适应控制器是解决网络之间完全同步的一

种重要方法，正在被广泛使用。因此我们将应用自适应方法去解决未来更多的网络中的问题。 
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