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(a)୬ = (a; q)୬ = (1 − a)(1 − aq)(1 − aqଶ)⋯ (1 − aq୬ିଵ) (a)ஶ = (a; q)ஶ = lim୬→ஶ(a; q)୬ (a)଴ = 1 

对所有的实数，表达式(a)୬由下面的等式定义： (a)୬ = (a)ஶ/(aq୬)ஶ 

高斯多项式ቂnmቃ的定义为： 

ቂnmቃ = ቊ(q)୬(q)୫ିଵ(q)୬ି୫ିଵ 										若 0 ≤ m ≤ n0																							否则
 

显然有 lim୯→ଵ ቂnmቃ = n!m! (n −m)! = ቀnmቁ 

人们又拓展定义为高斯多维系数（Gaussian Multinomial Coeffcients） ቂmଵ + mଶ +⋯m୰mଵ,mଶ ⋯ ,m୰ ቃ = (q)୫భା୫మା⋯୫౨(q)୫భ(q)୫మ ⋯ (q)୫౨ 
当r = 2时，拓展的高斯多维系数表示分拆p(mଵ,mଶ, n)的生成函数。本文研究了二元的高斯多项式，

得到了简单形式的组合恒等式。该恒等式既不同于代数范畴的范德蒙（Vandermonde）组合恒等式，也不

同于线性分析范畴的李善兰（Shanlan Li）组合恒等式[2]。本文得到的恒等式属于非线性分析的范畴[3]。 

本文沿用一元多项式的高斯符号，令q = xy或q = x/y，可以把二元组合恒等式1表示为 

命题 1：设：q 为正整数，ε为非负整数，则存在组合恒等式 ൤q + εq ൨ = ቈہq/2ۂ + εε ቉ ቈہ(q − 0ۂ2/(1 ቉ + ቈہq/2ۂ + ε − 1ε − 1 ቉ ቈہ(q − ۂ2/(1 + 11 ቉ 
																+ ቈہq/2ۂ + ε − 2ε − 2 ቉ ቈہ(q − ۂ2/(1 + 22 ቉ + ⋯+ ቈہq/20ۂ ቉ ቈہ(q − ۂ2/(1 + εε ቉ 
式中符号ہq/2ۂ表示向下取整。 

2. 命题 1 的证明 

命题 1 的证明：不妨用二元齐次多项式的降阶排列表示出ൣ୬଴൧, ൣ୬ଵ൧如下的两列2：  

                                                           
1 这个组合恒等式是十年前发现的，当时误认为它的数值形式只是范德蒙（Vandermonde）组合恒等式的特例。如果不是前

段时间重新使用到这个公式，它肯定会在我的记忆中丢失掉。 
2 注意顺序不可改变。 
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൤00൨ = 1,			൤10൨ = x,			 ൤11൨ = 1																																																	൤21൨ = x + y																																										൤20൨ = xଶ,൤30൨ = xଷ, ൤31൨ = xଶ + xy + yଶ																												൤41൨ = xଷ + xଶy + xyଶ + yଷ														൤40൨ = xସ,⋯ ൤51൨ = xସ + xଷy + xଶyଶ + xyଷ + yସ⋯
 

当 q 为偶数时，可以利用公式ൣ୫୬൧ = ൣ୫ିଵ୬ିଵ൧ + xൣ୫ିଵ୬ ൧，递推的求出下一列。相同的，当 q 为奇数时，

可以利用公式ൣ୫୬൧ = ൣ୫ିଵ୬ିଵ൧ + yൣ୫ିଵ୬ ൧，递推的求出下一列。由此可以得到第三列和第四列的齐次多项式为 ൤22൨ = 1,																																																										൤32൨ = 2x + y,																																																	 ൤33൨ = 1																																																															൤43൨ = 2x + 2y																																																		൤42൨ = 3xଶ + 2xy + yଶ,																																	൤52൨ = 4xଷ + 3xଶy + 2xyଶ + yଷ,																 ൤53൨ = 3xଶ + 4xy + 3yଶ																																		൤63൨ = 4xଷ + 6xଶy + 6xyଶ + 4yଷ																	൤62൨ = 5xସ + 4xଷy + 3xଶyଶ + 2xyଷ + yସ⋯ , ൤73൨ = 5xସ + 8xଷy + 9xଶyଶ + 8xyଷ + 5yସ⋯
 

继续上述过程，可以使得等式右边每一项的系数对应着唯一的两组合之积。由此就证明了命题 13。 

令x = y = 1，我们很容易的可以写出熟悉的数字组合൫଻ଷ൯的右边第一项൫ହସ൯൫ଵ଴൯，并顺序写出其它项如

下： ൬73൰ = ൬54൰ ൬10൰ + ൬43൰ ൬21൰ + ൬32൰ ൬32൰ + ൬21൰ ൬43൰ + ൬10൰ ൬54൰ = 35 

3. 双限制高斯多项式与命题的关系 

本文命题 1 的公式尽管非常简洁，但原理并不是简单的，属于双重递推。为了说明这一点，我们推

广高斯多项式为二元的定义如下：令： (a)୬,୫ = (a; xy)୬,୫ = (1 − xகy଴)(1 − axଵy଴)(1 − ax଴yଵ)(1 − axଶy଴)(1 − axଵyଵ)(1 − ax଴yଶ) × (1 − axଷy଴)(1 − axଶyଵ)(1 − axଵyଶ)(1 − ax଴yଷ)(1 − axସy଴)⋯ (1 − ax୬ିଵy୫) (a)ஶ,୫ = (a; xy)ஶ,୫ = lim୬→ஶ(a)୬,୫ 

(a)୬,க = (a; xy)୬,க = limக→଴(a)୬,க 	ቊ如果 ε ≠ 0,则yக = 0
如果 ε = 0,则yக = 1	 

对所有的实数组，表达式(a)୬,க由下面的等式定义： (a)୬,க = (a)ஶ,க(ax୬y୫)ஶ,க 						(式中∞ ∙ ε ≠ 0) 
                                                           
3 我们回望证明初始给出的两列，它也是符合命题 1 要求的。 
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显然，在这种广义的定义下，当y୫ = 1时，就退化成可交换（无穷大 p 和无穷小ε可交换）的高斯多

项式。高斯多项式的递推过程如下： 	ቂ nmቃ = ቂn − 1m ቃ + q୬ି୫ ቂn − 1m − 1ቃ , ቂnmቃ = ቂn − 1m − 1ቃ + q୫ ቂn − 1m ቃ 
它不同于命题 1 的递推过程，因此命题 1 也不是高斯多项式的简单推广。 

关于高斯多项式系数ቂmଵ +mଶ +⋯m୰mଵ,mଶ ⋯ ,m୰ ቃ的一些深奥分拆结论------例如关于双限制分拆的种类数的公

式[1] 

෍ π(n,m)x୬y୫୬,୫ஹ଴ =ෑ(1 − x୬y୬ିଵ)ିଵஶ
୬ୀଵ (1 − x୬ିଵy୬)ିଵ(1 − xଶ୬yଶ୬)ିଵ 

和 π(q, ε) = πଵ(q, ε) 
可以利用本文的命题 1 得到简单直观的证明。 

由于命题1的公式满足条件ہq/2ۂ + q)ہ − ۂ2/(1 = q − 1, q → ∞，因此命题1本质上属于费马递降法，

它可以广泛的应用于分拆函数的递推计算、默比乌斯函数的插值运算、交错级数的分析等。更重要的是，

本文命题 1 在代数与分析之间建立了一种紧密的联系。 
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