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下标 1,2,3,4ij 表示四面体 4 顶点， ijd 是连接两个顶点连线的长度。 

2.2.1. 所设如(图 1) 
 设四面体 4 顶点为： , , ,A B C D ； 

 设公式(2)四面体各顶点间距离为： 

23 13 12 14 24 34; ; ; ; ;a d b d c d d d e d f d       

注：  , ,a b c 的对棱依次为  , ,d e f 。 

 设外凸 4 个直角四面体的直角交点为：1、2、3、4 点(依次为四面体( , , ,A B C D ) 4 顶点的对平面的凸

点)，及其至四面体各顶点距离设为：(参见：图 1) 

4 4 4 3 3 3

2 2 2 1 1 1

4 , 4 , 4 , 3 , 3 , 3 ,

2 , 2 , 2 , 1 , 1 , 1 ,

A a B b C c A a B b D d
A a C c D d B b C c D d

     

     
 

2.2.2. 证明 
假设公式(1)成立，公式(2)转换成公式(3)所设体积的平方和，联立公式为： 
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                           (3) 

将公式(3)右侧的 4 个直角四面体体积的平方，根据勾股定理，再转换成所设的四面体的 6 棱 

 , , , , ,a b c d e f 来表达：使得公式(3)左右式统一计量。表达式为： 

2 2 2 2 2 2 2 2 2
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                       (4) 

将公式(4)右式代入公式(3)右式，合并系数，假设等式成立，公式(3)左右式之差为零。计算结果

为： 
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展开整理后为： 
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2.2.3. 根据公式(5)得 
体积勾股定理成立的 2 个条件为：公式(5)的 3 组 2 项乘积，其中：3 组前项均为零，或 3 组后项均

为零(含前后项同时均为零)。 

 条件一：3 组前项均为零时：3 组对棱分别相等。 
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 条件二：3 组后项同时为零时：3 组对棱的平方和相等。 
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2.2.4. 结论 
当四面体满足 3 组对棱分别相等、或 3 组对棱的平方和相等时。公式(3)及其体积勾股定理成立。命

题得证。 

2.3. 验证及引理 

2.3.1. 验证条件一 
当四面体的 3 组对棱分别相等：其体积公式可转化为： 
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2.3.3. 验证同时满足上述 2 条件的特例 
验证当同时满足上述 2 条件的交集特例，即矩形体积的 3 边均相同为 a 时，为正方体、也是正交 4

球的半径均相同为 x 时，为正四面体。两者均仅存单变量。对棱既平行同时又垂直。 

 四面体棱与正交 4 球半径关系为 2 22 2a x a x   ： 

2 2 2 2 2 2

6 6
2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

0 1 1 1 1 0 1 1 1 1

1 0 2 2 2 1 0 2 2 2
1 8 1 8

1 2 0 2 2 1 2 0 2 2
288 9 288 9

1 2 2 0 2 1 2 2 0 2

1 2 2 2 0 1 2 2 2 0

xyzw

a a a x x x
a xV a a a x x x

a a a x x x
a a a x x x

     

 引理 3：当 6 棱全等时，同时满足上述两条件，且仅见单变量，简称为：正体积勾股定理。 

验证及引理毕。 
 

3. 总结 

3.1. 当四面体对棱分别相等 

存在“对棱平行为矩形的三维体积勾股定理”。其 4 面体体积的平方等于外围 4 个相同的直角四面

体体积的平方和(含 6 棱全等的特例)，这里仅见的 3 维也可约去，公式可简化为： 
2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
.

3 6 6 6 6 9
                      
         

 

3.2. 当四面体 3 组对棱的平方和相等 

存在“正交 4 球心间对棱垂直的四维体积勾股定理”。其特征正交 4 球心间体积的平方等于四组 3

球心与球面交点构成的直角四面体体积的平方和(含 6 棱全等的特例)。 

特别是“四球正交体积勾股定理”的新发现，对正交 4 球(含垂心四面体)，在 3D 坐标系中，建立坐

标、多项式的化简、计算相关几何参数和分析有了新的计算工具。 
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