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令闭区间套按下述方法作出：    0  0,1 ,I A B  ，在 0I 内作闭区间 1I ，使其长度 1

1

2
I  且 1 1b I ；然

后又在 1I 内作闭区间 2I ，使得 2 2

1

2
I  且 2 2b I 。以此类推，闭区间套层层套叠。 

0 1 nI I I    

 1
, 1,2,

2n n nn
I b I n    ，并且极限为 0，即

1
lim 0 0 0

2n n
    
 

。 

上述闭区间套层层套叠且极限为 0，即
1

lim 0 0 0
2n n

    
 

，由闭区间套定理，存在唯一

 ,nI n    是所有闭区间序列唯一公共点，即  1
0 , 0,

2n
n         ，即有唯一的实数

1
0 0 0 0, , 0, 0

2n
n          
 

，也即  0 0, n    ，即此闭区间套唯一公共点 M 为 A 点且

坐标值    0, n    。 

当  0, n    时，闭区间
1 1

 0 0 0 0 0
2 2n n n n

I b A           ，且  0 ,nI n     ，因

假设 n nb I ,( 1,2,3,n  ，但是，未限制不含 n   )，故， nb  ，(当 n 时，即 n  亦此)，所以,

1
0 0 0

2n n
b      ，( n 时)，矛盾。 

错误之处在于：当 n  取任何有限值时，假设 n nb I 成立；但当 n  时，假设 n nb I 不成立。因为

此时
1

0 0
2n n

I    且
1

0 0
2n n

b    而与 A 点重合，若此时坚持假设 n nb I ，则闭区间套的唯一公

共点就被“假设 n nb I ”所排除掉了而转变成了“非连续区间有间断点，闭区间套定理不适用”的情况。

即在没有(点)实数( 0 0n nb I   为间断点)的“虚无(不存在)区间”中运用闭区间套定理则只能“套个空”。

此时若既承认连续区间又满足“假设”排除 nb 点，因承认连续闭区间     0 0,1 ,I A B  而能必然且唯一

地“套住”实数 ；因假设当 n  时， n nb I 而在假定的“间断点”没有实数(点)的“虚无(不存在)区间”

运用闭区间套定理则只能“套个空”。则
1

0 0
2n n

M A b      。故，必然出现矛盾。 

康托用区间套定理证明实数集不可数之谬，就属于闭区间套定理在“虚无(不存在)区间”运用会出现

矛盾而不成立之情况。 
康托错误断定：当 n  时， 0I  ，因而 是  0,1 之中的点，因构造区间套的前提假设 n nb I ，故

 , 1, 2,nb n    ，因此，   1 20,1 , , , na a a  ，与假设矛盾，所以， 0,1 是不可数集合。其实，当 n  

时， 0n nb I    ，但因构造区间套时错误假设 n 取任何值包括取无穷大时， n nb I 都成立，故，当取 

无穷大时构成自指否定(自相矛盾，违背矛盾律)，与汤姆逊分析语型语义悖论的对角线原理揭示的本质和

结构相同。[18] [19] 

3. 康托用对角线方法证明实数不可数回顾 

康托为证明实数集是不可数集，构造了对角线方法。其证明步骤简述如下[2]： 
为证明 R(实数集)是不可数，只要证明  0,1 R 不可数。 

用反证法，设  0,1 可数，则可设    1 20,1 , , , ,na a a   。由于  0,1na  ，故可用无穷十进制小数表 

示，并将这些数按行依次列出： 
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1 11 12 10. na a a a    

2 21 22 20. na a a a    

3 31 32 30. na a a a    

  

1 20.n n n nna a a a    

  

现定义数 1 20. nb b b b  ，其构造规则为：
 
 

1 9 ,

0 9 .

ii ii

i

ii

a a
b

a

   


 

或定义数 1 20. nb b b b  ，其构造规则为：
 
 

5 5 ,

4 5 .

ii

i

ii

a
b

a

  


 

数 1 20. nb b b b  的各位数 ib 的这两种构造规则，对构造“与对角线数不同的数”而言没有实质区

别，目的都是使 b 的每一位数字 ib 都与 iia 不相等。 
则显然数  0,1b 。但 1, 2, , ,,i iib a i n   。故而 b 与闭区间  0,1 中按行列示的任何一个实数 ia 不 

相等。 
因此，闭区间  0,1 按行列示数中就没有实数 b，即找到了一个未能被按行列示的实数 b，不能与行序

自然数建立一一映射关系，即证明了实数子集闭区间  0,1 中存在不可数不可列的数 b，即闭区间  0,1 是不 

可数子集合；从而 R(实数集)不可数不可列，是不可数集合。 

4. 康托用对角线方法证明实数不可数之谬 

康托用对角线方法证明实数  0,1 闭区间子集不可数的错谬分析如下： 

例康托构造与对角线数不同的数 1 20. nb b b b  ，令构造规则
 
 

5 5

4 5

ii

i

ii

a
b

a

  


。现具体构造纯小数完

全枚举行序列，按行排序规则：对角线数是0123456789         ，即循环节为0123456789 进行排序，则构造的“与

对角线数不同的数”就是 0.5555545555b            (即循环节为5555545555 )。此数  0.5555545555         按上述康托对

角线方法证明是不可数的，但用康托表格斜线法证明此有理数  0.5555545555         是可数的，矛盾，必有一假。 

又例构造与对角线数不同的数 1 20. nb b b b  ，令构造规则为
 
 

1 9

0 9

ii ii

i

ii

a a
b

a

   


，具体构造纯小

数完全枚举行序列，按行排序规则：对角线数是 0123456789         ，即循环节为1234567890 进行排序，则构造

的“与对角线数不同的数” 0.1234567890b           (即循环节为1234567890 )。此数 0.1234567890        按上述康托对

角线方法证明是不可数的，但用康托表格斜线法证明此有理数 0.1234567890        是可数的，矛盾，必有一假。 

康托的对角线方法，一是运用了“循着对角线或者行序必能数遍一切纯小数”之直观可信的前提， 
并“假设实数之  0,1 闭区间子集  0,1R 的全部实数可按行列示并与行序自然数建立一一映射关系”；二是

在构造“与对角线数不同的数”时，将实数之  0,1 闭区间子集  0,1R 划分成了不相交的两个子集：“对角

线相同的数” ia 之子集  iaR 和“与对角线数不同的数”b 之子集  bR 。即：并集      0,1 i baR R R  。三是

待证实数  0,1 闭区间子集  0,1R 是否可列可数问题，转化为待证不相交的两个子集：“对角线相同的数”

ia 之子集  iaR 和“与对角线数不同的数”b 之子集  bR 是否可列可数的问题；若子集  iaR 或者  bR 至少一

个不可列不可数，则实数子集  0,1R 不可列不可数，从而推断实数集 R 不可列不可数。 
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康托在证明中，其一是只对“对角线相同的数之子集  iaR 可列可数”进行了证明，而没有对“与对角

线数不同的数之子集  bR 不可列不可数”进行证明，误以为并集  0,1R 中可数子集  iaR 已经得到证明，那么，

剩下的在可数子集  iaR 之外的元素 b 自然是不可列、不可数的而无需证明，犯了“以偏概全”、“不当推

断”的逻辑错误；其二是将需要证明的“实数之  0,1 闭区间子集  0,1R 不可列不可数”，偷换成了只需要对

“对角线相同的数之子集  iaR 可列可数”进行证明，从而无意中犯了“偷换概念”的逻辑错误；其三是从

“以偏概全”和“偷换概念”中得出的错误结论“实数之  0,1 闭区间子集  0,1R 不可列不可数”继续推断出 

实数集 R 不可列不可数，再犯了“不当推断”的逻辑错误。 

5. 可能取数滚动轮排无限列表图示法 

5.1. 各数位可能取数滚动轮排无限列表图的构造 

构造左闭右开区间  0,1 纯小数各数位可能取数滚动轮排无限竖排列表图示如下： 

第 1 位小数按 0、1、2、3、4、5、6、7、8、9 无穷重复排序在列表各行； 

第 2 位小数按 1、2、3、4、5、6、7、8、9、0 不断重复排序在列表各行，并且，第 1 轮错开 1 位排，

第 2 轮错开 2 位排，按模 10 循环。 

第 3 位小数按 2、3、4、5、6、7、8、9、0、1 不断重复排序在列表各行，并且，第 1 轮错开 2 位排，

第 2 轮错开 3 位排，按模 10 循环。 

…… 

第 9 位小数按 8、9、0、1、2、3、4、5、6、7 不断重复排序在列表各行，并且，第 1 轮错开 8 位排，

第 2 轮错开 9 位排，按模 10 循环。 

…… 

以至无穷。 

上述错位轮排的目标是实现 1 位数全排列，2 位数全排列，…，n 位数全排列，直至无穷位数全排列。 
左闭右开区间  0,1 纯小数各数位可能取数滚动轮排无限竖排列表图 3 如下： 

上述图 3 完全枚举了左闭右开区间  0,1 纯小数。涵盖了一切纯小数，概莫能外，且无一不在其内。 

5.2. 左闭右开区间[0,1)一切纯小数都可数的证明 

康托构造的与对角线数相同的数显然在上述图中，且与行序自然数建立一一映射关系而可数。 

康托构造的与对角线数字 11a  (第 1 行的第 1 位)不同的数字(令为 1b )，在第 1 行之后的无穷行中第 1

位数轮流取数字 0~9 之一且包括为 1b 的数字都会被重复任意多次，即有任意多行的第 1 位数与对角线数

的第一位数 11a 不同而与 1b 取值相同；……；同理，第 n 位数亦此，与对角线数的第 n 位数 nna  (第 n 行

的第 n 位)不同的数字(令为 nb )，在第 n 行以后的无穷行中第 n 位数轮流取数字 0~9 之一且包括为 nb 的数

字都会被重复任意多次，即有任意多行的第 n 位数与对角线数的第 n 位数 nna 不同而与 nb 取值相同；……；

以至无穷位数都如此。故，康托构造的与对角线数不同的数 10. nb b  必然在上述纯小数可能取数滚动

轮排无限竖排列表图之中，且存在于已经完成比较“对角线相同的数”的行序之后。所以，康托寻找的

不在列表图中的数，却必然在列表图中，矛盾。 
不需复杂证明，按上述完全枚举“可能取数滚动轮排无限竖排列表图”中所列  0,1 左闭右开区间的

一切纯小数与其图示各行的顺序自然数天然建立一一映射关系，恰好证明实数之  0,1  (左闭右开区间)  

子集是可数集合。 
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并且，上述纯小数可能取数有限表格图镜像映射自然数可能取数有限表格图,则两表格结构相同其全

部可能取数之直射线或折射线连接之数必能建立一一映射关系,恰好证明纯小数集合与自然数集合一一

映射，是可数集合。 

6.2. 拓展证明实数复数向量数集是可数集 

纯小数可能取数有限表格图不难类推拓广： 

纯小数可能取数有限表格图镜像一一映射自然数可能取数有限表格图。 

自然数可能取数表格图与纯小数可能取数表格图结合，并拓展运用康托表格斜线法一一映射实数可

能取数表格图。 

双实数可能取数表格图且其一带虚数单位，结合并拓展运用康托表格斜线法一一映射复数可能取数

表格图。 

多个实数可能取数表格且每一实数可能取数表格图都带向量单位，结合并拓展运用康托表格斜线法

一一映射向量数集可能取数表格图。 

故，实数集、复数集、向量数集是可数集。 

7. 可能取数圆形数盘图示法 

7.1. 可能取数圆形数盘图的构造 

无穷个圆环套叠，第 1 内环划分 101个扇区，不妨从 12 点钟方向顺时针依次填入十进制数字 0、1、

2、3、4、5、6、7、8、9；第 2 内环划分 102个扇区…，第 n 内环划分 10n个扇区。上一环之每个扇区对

应下一环十个扇区，循环填数直至圆环扇区填满。如下图 5。 
一是，若此圆形数盘表示纯小数集  0,1  (左闭右开区间)，圆心赋 0 值和小数点，则第 1 环各扇区(1 

位数全排列)涵盖表示了全部 1 位数纯小数(后面无穷环皆取 0 扇区)；第 1 环与第 2 环结合(2 位数全排列)

则涵盖表示了全部 2 位数纯小数(后面无穷环皆取 0 扇区)；…；第１环与第 n 环结合(n 位数全排列)则涵

盖表示了全部 n 位数纯小数(后面无穷环皆取 0 扇区)；…；直至无穷。概莫能外，且无一不在其中。 

即纯小数集合为：十进制 0~9 十个数字的一位数的可重全排列、两位数的可重全排列、…、n 位数

的可重全排列，直至无穷。 
则，该圆形数盘涵盖了  0,1  (左闭右开区间)的一切实纯小数。概莫能外，且无一不在其内。 

每一个实纯小数都是从圆形数盘的圆心出发，经过每一环仅 1 个扇区的直射线或折射线连接之数。 

二是，若上述纯小数圆盘镜像映射成为自然数圆盘(有限小数后面的无穷个 0 镜像映射自然数最高有

效位前更高数位皆是空位)，则镜像圆形数盘表示自然数集。第 1 环各扇区(1 位数全排)涵盖表示了全部 1

位数自然数，第 2 环与第 1 环结合(2 位数全排列)则涵盖表示了全部 2 位数自然数，…，第 n 环至第 1 环

结合(n 位数全排列)则涵盖表示了全部 n 位数自然数，…。概莫能外，且无一不在其中。 

即自然数集合为:0~9 十个数字(十进制)的一位数的可重全排列、两位数的可重全排列、…、n 位数的

可重全排列(有限自然数镜像映射 0 循环节有限纯小数)，直至任意位数的可重全排列。 

三是，圆形数盘法的类推拓广。圆形数盘方法，除可表示自然数集、纯小数集外，不难类推拓广。

表示有理(分数)数集：用两个圆形数盘，其一表示分子，另一表示分母。表示实数集：用两个圆形数盘，

中间加小数点，其一表示整数，另一表示纯小数。表示复数集：四个圆形数盘分两组，即两组实数盘其

一加虚数单位。表示向量数集：向量数个实数盘各带不同的向量标识符。同理，不难类推表示二进制(或

任意 k 进制)数集(二进制数盘显得更简单，但不符合日常十进制思维习惯)。 
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8. 拓展连分数法证明实数可数 

8.1. 实数的简单连分数表示证明实数可数 

引理：任意实数都可唯一写成简单连分数表示，有理数必可写成有限连分数，无理数必可写成无限

连分数。[20] [21] 

8.2. 以自然数 n 为循环节之简单循环连分数表示证明实数可数 

以自然数 n 为循环节之简单连分数：  

1
1

1
1

n
n

n







 

若 n 取 1 时，就是 

1
1

1
1

1
1

1







 

然后，再取自然数序列 1,2,3,m  。 

当 m 取 1 时，置换第 1 层的 n 为 1； 

当 m 取 2 时，一是置换第 1 层的 n 为 1，二是置换第 1 层 n 为 2；三是置换第 1 层为 1 同时置换第 2

层为 2，四是置换第 1 层为 2 同时置换第 2 层为 1。(取全部子集的全排列，即取 1 个数的全排列和取 2

个数的全排列，置换生成不同的实数。) 

当取自然数为 m 时，则取全部子集的全排列进行置换，即取 1 个数的全排列+取 2 个数的全排列+…

+取 m 个数的全排列，置换上述简单连分数各层之数，置换生成不同的实数。 

直至取任意多个乃至无穷个数的全部子集全排列，进行置换生成一切不同的实数。则无遗漏完全枚

举一切简单连分数(有限连分数、无限循环连分数、无限不循环连分数)，且必能与全体排列之自然数序数

建立一一映射关系，从而实数集可数。 

8.3. 以自然数 mb b b1 2, , , 为循环节之简单连分数表示证明实数可数 

以自然数 1 2, , , mb b b 为循环节之简单连分数： 

1

2

1
1

1
1

1
m

b
b

b











 

然后，再取自然数序列 1, 2,3,k  。 

当 k 取 1 时，置换第 1 层的 1b 为 1。 

当 k 取 2 时，一是置换第 1 层的 1b 为 1，二是置换第 1 层 1b 为 2，三是置换及第 1 层 1b 为 1 同时置换
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第 2 层 2b 为 2，四是置换第 1 层 1b 为 2 同时置换第 2 层 2b 为 1。(取全部子集的全排列，即取 1 个数的全

排列和取 2 个数的全排列，进行置换生成不同的实数。) 

当取自然数为 k 时，则取全部子集的全排列进行置换，则取 1 个数的全排列+取 2 个数的全排列+…+

取 k 个数的全排列，置换上述简单连分数各层之数，生成不同的实数。 

直至取无穷个数的全部子集全排列，进行置换生成一切不同的实数。则无遗漏完全枚举一切简单连

分数(有限连分数、无限循环连分数、无限不循环连分数)，且必能与全体排列之自然数序数建立一一映射

关系，从而实数集可数。 

8.4. 以自然数的任何无限不循环序列为无限简单连分数表示证明实数可数 

以自然数的任何无限不循环序列为无限简单连分数： 

1

2

1

1
1

1
1

1
1m

m

c
c

c
c 













 

当 1 2, ,c c 取无限不循环序列为自然数序列时，无限简单连分数就是 

1
1

1
1

2
1

3
1

4








 

然后，再取自然数序列 1, 2,3,k  。 

当 k 取 1 时，置换第 1 层的 1b 为 1。 

当 k 取 2 时，一是置换第 1 层的 1b 为 1，二是置换第 1 层 1b 为 2，三是置换第 1 层 1b 为 1 同时置换第

2 层 2b 为 2，四是置换第 1 层 1b 为 2 同时置换第 2 层 2b 为 1。置换生成不同的实数。 

… 

当取自然数为 k 时，则取全部子集的全排列进行置换，则取 1 个数的全排列+取 2 个数的全排列+…+

取 k 个数的全排列，置换上述简单连分数各层之数，进行置换生成不同的实数。 

直至取无穷个数的全部子集全排列，进行置换生成不同的实数。则无遗漏完全枚举一切简单连分数

(有限连分数、无限循环连分数、无限不循环连分数)，且必能与全体排列之自然数序数建立一一映射关系，

故实数集可数。 

9. 解方程之连分数表示形式证明实数可数 

9.1. 有限连分数表示证明有理数可数 

有理数方程 
ax b  

b
x

a
  
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任何有理数都可写成有限简单连分数形式。因此，有限简单连分数之整数序列必可排序一一映射自

然数而可数。 

9.2. 简单循环连分数表示证明二次方程根实数可数 

二次方程的根必可表示成简单循环连分数形式。 

2 0ax bx c    

c b a
x

a x
   

c b a
x

c b aa
c b aa
a

 





 

由前述简单连分数证明实数可数可知，此二次方程生成的任何实数根都可数。 

9.3. 复杂连分数表示证明三次及以上方程之根实数可数 

三次及以上方程根实数必可表示成复杂连分数形式。 

3 2 0ax bx cx d     

2

b c a d a
x

a x x
    

   

2

2
2

b c a d a
x

b c a d aa b c a d a
a

a

  
  
  
 
 

 
 

 

以此类推， 
1 2 1

0 1 2 1 0n n n
n na x a x a x a x a 
       

2 0 1 0 01
2 1

0

  n n
n n

a a a a a aa
x

a x x x

       

   

   

   

2 01

2 0 1 0 010
2 1

0

1 0
2

2 0 1 0 01
2 1

0

0
1

2 0 1 0 01
2 1

0

  

 

  

  

n n
n n

n
n

n n
n n

n
n

n n
n n

a aa
x

a a a a a aaa
a

a a

a a a a a aa

a

a a

a a a a a aa

a


 





 




 

  
   


 
    
 
 


 
    
 
 




  


  


  

 

这是整系数一元 n 次方程实根的复杂连分数一般表示。 

拓展前述简单连分数证明实数可数，不难证明复杂连分数都可数，则一元 n 次次方程的任何根实数

都可数，从而实数可数。 
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9.4. 复杂连分数表示证明超越数可数 

仿一元 n 次方程实根的复杂连分数表示法，将超越数一元高次方程化为： 

1 2 1
0 1 2 1

n n n
n nx x x x      
       

令： i 可以是代数数也可以是超越数，为超越数(或者在 i 至少其一为超越数时，可取代数数以

确保为超越数方程)。 

  02 0 1 01
2 1

0

  nn
n n

x
x x x

     



 


      

 
 
 

 
 
 

 

 
 
 

2 01

00 2 0 1 01
2 1

0

1 0
2

02 0 1 01
2 1

0

0

1

02 0 1 01
2 1

0

  

 

  

  

nn
n n

n
n

nn
n n

n

n

nn
n n

x
 

      


 

     


  

     



 





 




 

  


   


 
    
 
 



 
    
 
 




  


  


  

 

这是非整系数一元 n 次方程实根的复杂连分数一般表示。 

拓展前述简单连分数证明实数可数，不难证明非整系数方程根之超越复杂连分数都可数，则非整系

数一元 n 次次方程的任何根实数(含超越数)都可数，从而超越数可数。 

10. 超越数生成函数证明超越数可数 

10.1. 超越数的定义及分析 

10.1.1. 超越数的否定性定义及分析 

不是整系数的一元 n 次方程的根之数；等价定义：不是代数数系数的一元 n 次方程的根之数(因开根

无理数系数可通过方程移项再乘方消除根号及化分数为整数而转化成整系数方程)。[22] 

代数数的任意有限次加、减、乘、除、乘方、开根运算是封闭的。因此，代数数的有限次加、减、

乘、除、乘方、开根运算不能生成超越数。 

10.1.2. 超越数的肯定性定义及分析 

非整系数一元 n 次方程的根。即至少存在一个超越数系数的一元 n 次方程的根若不是代数数则必是

超越数。[22] 

故，可通过若干个已知超越数作为系数求一元 n 次方程的根，生成超越数。即通过超越数生成超越

数。 

10.2. 代数数生成超越数的可数性证明 

引理：“若 0,1  是代数数，  是代数无理数，则  是超越数。”[22] 

显然，这就是一个代数数生成超越数的生成函数。令生成的超越数为 ，则   ，( 是超越数，

 是代数无理数， 0,1  是代数数。) 
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10.2.1. 超越数   映射自然数方法 

由于代数数 ,  可数必能分别与自然数建立一一映射关系，再仿康托证明有理数可数之分数表格斜

线法， ,  分别映射表格的标题行与标题列，表内为超越数   ，则从表内左上角起之斜线排序超越

数必能一一映射自然数而可数。故，超越数   可数。 

10.2.2. 可作代数数生成超越数的函数很多且能映射自然数 

例：“设 1 ,, n  是不为 0 或 1 的代数数，又设 1,1, , n  是在 Q 上线性无关的一组代数数，则

1
1

n
n
  是超越数。”[23]又例“设 为非零代数数，则 e 为超越数。”[23]等等。如法炮制，不难证

明，这些代数数生成的超越数都可数。 

10.3. 一切超越数都能与自然数建立一一映射关系 

显然，代数数生成超越数都能与自然数建立一一映射关系而可数。 

那么，是否一切超越数都能与自然数建立一一映射关系而可数呢？ 

10.3.1. 一切超越数都能与自然数建立一一映射关系的证明方法之一 

显然，代数数生成超越数都能与自然数建立一一映射关系而可数。 

假设还存在不能由代数数生成超越数之函数生成的超越数  ，则不能直接由代数数生成超越数之函

数的途径而与自然数建立一一映射关系。 

但是，代数数生成的超越数 必能与  建立函数关系：  f  从而间接建立与自然数的一一映射

关系而可数。所以，一切超越数都可数。 

10.3.2. 一切超越数都能与自然数建立一一映射关系的证明方法之二 

引理 1：在复数域内一元 n 次方程必有且只有 n 个根。 

引理 2：整系数(或代数数系数)一元 n 次方程的根必为代数数，反之，根全为代数数则必是整系数(或

代数数系数)一元 n 次方程的解。 

引理 3：超越数不是整系数一元 n 次方程的根，即当  , 0ia i n  为整系数、x 超越数时，
1 1

0 1 1 0n n
n na x a x a x a
     ，或者 1 1

0 1 1
n n

n na x a x a x a d
     ，d 为超越数。 

证明：令：  0ia i n  为代数数(可化为整系数)，且 x 为超越数时，d 必为超越数；x 为代数数时，

d 必为代数数。 

1 1
0 1 1

n n
n na x a x a x a d
      

整理为：  1 1
0 1 1 0n n

n na x a x a x a d
                                                  (1) 

则上述方程必有且只有 n 个解，且解为代数数或者超越数并未确定，若 d 为代数数则解为代数数；

若 d 为超越数，则解为超越数。 

该方程涵盖一切代数数和超越数 d，故，一切代数数可数，一切超越数可数。 

10.3.3. 一切超越数集都能与自然数集合建立一一映射关系的证明方法之三—拓展康托方程指标法证明

超越数可数 

康托用整系数一元高次方程指标法证明了代数数(包括有理数和开根无理数)是可数。 

下面拓展康托方程指标法证明超越数是可数。 

令：  0i i n   为代数数生成的超越数，h 为代数数或超越数，x 为代数数解或超越数解。则方程 

1 1
0 1 1

n n
n nx x x h   
      
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整理为：  1 1
0 1 1 0n n

n nx x x h   
                                                  (2) 

将(1)-(2)得：          1 1
0 0 1 1 1 1 0n n

n n n na x a x a x a d h   
                

将   ，( 是超越数，  是代数无理数， 0,1  是代数数。)代入 

       1 1
0 0 1 1 1 1 0n n

n n n na x a x a x a h d      
                

上述方程必有且只有 n 个解，且解或者为代数数或者为超越数。 

拓展康托证明代数数可数的一元高次方程指标法，因方程的系数  i ia  和  n na h d    可数 

且可取遍一切代数数和超越数，故，上述方程的代数数解和超越数解都可数。 

该方程涵盖一切代数数和超越数，故，一切代数数和超越数皆可数。 

11. 结论与讨论 

11.1. 结论 

用闭区间套方法证明实数集是不可数集合构成语型语义悖论，内含自指否定之本质和统一结构，证

明无效。 

用对角线方法证明实数集是不可数集合，犯了偷换概念、以偏概全、不当推断的逻辑错误，证明无

效。 

发现并构造了六种方法：数系的可能取数滚动轮排无限列表图示法、可能取数有限列表图示法、圆

形数盘图示法、拓展连分数法、代数数生成超越数法、拓广康托方程指标法，并分别证明了超越数集合、

实数集合、复数合集、向量数集合都是可数集合。 

11.2. 讨论 

因康托对角线方法之谬，借用、推广、拓展、引申对角线方法当迅即停止。例如图灵停机问题证明、

哥德尔不完全性定理证明、递归论中若干证明、塔斯基关于真理的论证、测度论相关内容、可计算理论

相关内容等，运用康托对角线方法的证明无效，需另找其它方法证明或证伪。 

鉴于本文已证明实数集是可数集，因此，希尔伯特提出 23 个数学问题中的第 1 个问题——连续统问

题不存在。哥德尔用内模型(可构造集)方法证明了连续统假设和集合论公理系统的和谐性；Cohen 用外模

型(力迫)方法证明了连续统假设之否定和集合论公理系统的和谐性，证明了连续统假设是与集合论公理系

统独立的命题[24]，等价于证明了集合论公理系统内不存在连续统问题。 

康托用闭区间套方法证明实数不可数，在构造区间套的假设前提条件时，n 取无穷大的情形中隐含

了不易发现的自指否定；用对角线方法证明实数不可数，完成了“与对角线数相同的数”之无穷集的序

列映射证明，误以为作了全面证明而忽略了还存在“与对角线数不相同的数”之数集的序列映射必须证

明。可见，研究“无穷”当慎之又慎。 
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