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Abstract 
Genomics is one of the core areas of bioinformatics; there are two main research directions of ge-
nomics, structural genomics targeting whole genome sequencing and functional genomics target-
ing gene function interpretation. In the past few decades, genomics has experienced considerable 
development. The prediction of the three-dimensional structure of chromosomes is of great signi-
ficance for the study of genomics. The reconstruction of the three-dimensional structure of chro-
mosomes is to predict the conformation of the three-dimensional image from the one-dimensional 
and two-dimensional data of the genome, and then use the data analysis method to judge the re-
liability of the three-dimensional structure of the reconstructed chromosome. This paper is based 
on the single-cell chromosome Hi-C technology and Hi-3C derived data to capture the interaction 
data of individual cells, write the contact frequency matrix, and then convert the contact frequen-
cy matrix into a distance matrix to further obtain the three-dimensional structure of the chromo-
some. The contact matrix of single-cell Hi-C data is sparse and noise-containing, missing many 
non-contact sites. We refer to such a matrix as a low-rank matrix. The first problem we have to 
solve is the processing of low rank matrices, also called the completion of low rank distance ma-
trices. This paper introduces several common low-rank matrix completion methods including op-
timization method and shortest distance method. It also introduces the different methods used in 
this paper. Finally, the final conclusion is obtained through MATLAB and compared of human re-
search results. 
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摘  要 

基因组学是当今生物信息学的核心领域之一，基因组学的两个主要研究方向是：以全基因组测序为目标

的结构基因组学和以基因功能解读为目标的功能基因组学。在过去几十年，基因组学经历了长足的发展。

而染色体三维结构的预测对基因组学的研究有重大意义。染色体三维结构的重建问题，就是从基因组的

一维和二维数据出发预测其在三维空间中的构像，再利用数据分析等方法判断重建后染色体三维结构的

可靠性。单细胞的Hi-C数据的接触矩阵是稀疏且含有噪声的，缺失很多接触位点的信息，我们把这样的

矩阵称作低秩矩阵。我们首先要解决的问题就是对于低秩矩阵的处理，也叫低秩距离矩阵的完备化。本

文介绍了包括最优化方法、最短距离法在内的几种常见的低秩矩阵完备化的方法，也详细介绍了本文采

用的与前人不同的方法，最后通过MATLAB实现得到最终结论并与前人研究成果形成对比。 
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1. 引言 

在一个经典的染色体构象捕获技术(chromosome conformation capture, 3C)实验中，要处理千千万万个

细胞中的染色体交互信息，首先，利用甲醛交联染色体，目的在于固定蛋白质和 DNA，使染色体具有相

对稳定的三维结构；然后，用限制性内切酶分解，这些交叉结合的碎片结扎形成混合 DNA 分子。混合

DNA 分子包括被捕获的相互作用的各个方面。在 3C 实验中，检测结扎产品是通过 PCR 方法利用特定位

点引物[1]；4C 实验中利用 PCR 反方向产生单位点基因组范围的相互作用剖面图；5C 是 3C 技术与热处

理和结扎寡核苷酸混合交互的方法；Hi-C 技术是无偏性和 3C 基因组范围适应的首个技术[1]，这个方法

包括了一步将生物素华的核苷酸作为酶切位点，便于隔离结扎产品和增加后序的测序工效。 
除了以上基于 3C 基础上的技术外，光学和电子显微镜可以提供基因层次上的结构观察。虽然光学显

微镜受到光衍射的性质，使物体接近 200 纳米的时候很难分离，这里有一个新的技术使这个阈值降低到

10~20 纳米。这个方法是基于通过改变激发光源来取样的调查基础上。除了高分辨率的光学显微镜，低

分辨率的显微镜很难分清染色质纤维的折叠和压实的情况。电子显微镜可以观察到染色质纤维的折叠和

压实的情况，但是，电子显微镜容易损坏，且无法观察活细胞。 
3C 实验中产生的接触信息是一个低秩矩阵，染色体的接触频率矩阵是一个 0-1 矩阵，有接触记为 1，

无接触记为 0。然而 0 的数目居多，这导致这个接触频率矩阵的秩很低，在转换大距离矩阵时会丢失很

多数据。把上述矩阵叫做低秩矩阵。目前，低秩矩阵的完备化一般有两种思路：从优化角度完备低秩矩

阵和从数值分析角度完备低秩矩阵。下面分别介绍这两种思路。 
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2. 常见的缺失数据推断方法 

2.1. 利用最优化方法推断缺失数据 

给出一组 n 个不同数据点的欧式距离矩阵 0ijD >� ，距离矩阵的完备化理论是要解决以下问题[2]： 

( )
( ) 2

min
D EDM n F

H D D
∈

⊗ − �                                     (1) 

其中，H 是对称的二进制矩阵，算子⊗表示广义的矩阵乘积，如果 D 中给定的有序数组 ( ),i j ，满足 i j< ，

则
( )1, if ,

0,ij ji

i j D
H H

∈= = 
 其它

 

D 中元素个数用 d 表示，显然 d 最多等于
( )1

2
n n −

，在大多数应用中，它的秩为 ( )nrΟ ，其中 r 是最佳嵌

入维数，这种度量距离并不是真正意义上的距离，不满足三角不等式。 
对于(1)有一个有效的可供选择的想法，那就是将问题(1)转化为半正定矩阵的最优化问题[2]。这个想

法来自于 Schoenberg 的一个经典结论——欧式距离矩阵的秩和半正定矩阵的秩等于嵌入空间的维数[2]。
则(1)式就可以写成 

( )( ) 2

0
min

x F
H x Dκ

≥
⊗ − �                                     (2) 

其中，k 是半正定矩阵与欧式距离矩阵的转化关系： 

( ) ( )TT1 1 2x Diag Diag x xκ = + − ， ( )Diag • 定义为提取对角线元素，1 表示所有和 1 相等的矢量[2]。 

(2)比(1)有一个实用性的好处，那就是 X 的秩等于嵌入空间的维数，当矩阵 X 的秩无约束时，问题(2)
是凸的，因此能够解决问题[2]。 

在这篇文章中，我们认为问题(2)的解 X ∗是低秩的，即 

( )rank x r n∗ = �                                      (3) 

在非凸问题中，维数一直增加到 r 的真实值，每一个非凸问题都存在一个被控制秩的最优化问题[3]，
即 

( )( ) 2

0
min

x F
H x Dκ

≥
⊗ − � 使得 ( )rank x p=                            (4) 

通过把 p 值从 1 取到 r，参考文献[2]中给出的结果保证了问题(2)结果的收敛性。问题(4)的有效解决

取决于找到一个低秩参数，因为任意一个秩为 p 的半正定矩阵 X 都可以因式分解为： 
TX YY= ，其中 ( ){ }T;det 0n p n pY R Y R YY× ×

∗∈ = ∈ ≠ 为了找到这个矩阵分解，我们采用黎曼流形中的

几何框架最优化。参考文献[3] [4]介绍了矩阵流形最优化更多细节和最新研究成果。 
综上所述：低秩矩阵完备化的最优化方法就上将低秩矩阵转化为一个半正定矩阵的优化问题[5] [6]。 

2.2. 利用最短距离法推断缺失数据 

Lieberman-Aiden 等人研究了两个片段的接触频率、基因线性距离和空间距离之间的关系，表明空间

上越接近的片段接触频率值越大，空间距离远的片段产生的接触频率值越小。因此在 ShRec3D 中有了(5)
式的转换函数。Floyd-Warshall 算法是一种经典的最短路径算法[2]，可以求解图中任意两点之间的最短路

径。其主要过程如下： 
1) 构建加权图[7]。假设一个二元组 ( ),G V E 表示一个无向图，其中 V 表示非空顶点集，每个染色体
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片段表示图中的顶点；E 是无序积 V&V 的一个多重子集，称 E 为 G 的边集，有接触的任意两个片段之

间存在一条边，组成边集 E [2]。 
2) Floyd-Warshall 算法步骤。①令 0k = ，输入权重矩阵 ( )0 tD D= 。②令 1k k= + ,计算 

( ) ( )( )1 , 1, 2, ,k k
ij n n

D D k n−

×
= = � ，式中 ( ) ( ) ( )1 1 1min , ,k k kk

ij ij ik kjD D D D− − − =  。③如果 k = n，终止算法；否则，返

回步骤②。经过这三步，最终结果 ( ) ( )( )n n
ij n n

D D
×

= 中元素 n
ijD 就是从顶点 iV 到 jV 的最短路径，从而获得真 

正意义上的距离矩阵 D。Floyd 算法是一种动态规划算法，可以求取无向加权图中任意两点之间的最短路

径距离，但是要求 Hi-C 数据构建的加权图是连通的[2]。Hi-C 技术捕获的是整个细胞系中数百万个细胞

的染色体片段的接触信息，所以由染色体片段作为顶点构建的权重图理论上是连通的，这也是最短路径

算法应用的前提[2]。 

3. 利用 Hi-C 数据得到染色体三维结构 

此过程主要是分成以下三步。 

3.1. 将单细胞 Hi-C 接触矩阵转化为空间距离矩阵 

1, 1

0, 0
ij

ij
ij

f
F

f

==  =

若

若
                               (5) 

其中有交互作用的片段之间的空间距离为 1，其余的无接触的空间距离为 0 [5]。经过(5)式的转化，我们

就能获得单细胞染色体片段间的接触频率矩阵，该矩阵是稀疏的。 

3.2. 通过接触频率矩阵得到欧氏距离矩阵 

在科学界普遍认为，片段间接触频率与欧氏距离呈负相关。这点很容易理解：距离越远，越不容易

接触，导致接触频率越低[8]。由于接触频率矩阵中零元素很多，导致矩阵噪声过大，在转化过程中不好

处理，所以我们先利用交并运算，补出一部分缺失数据[9] [10]，具体计算公式如下： 

( ), i j

i j

F F
F i j

F F
=

∪

∩
                              (6) 

仅公式(6)推断出来的缺失数据还是少数。然后我们利用插值函数将所有零值全部推断出，这样得到

的矩阵中的元素有正有负，我们将所有元素都映射到[0, 1]区间，公式如下： 

{ }
{ } { }

min
max min

ij kl
ij

kl kl

x x
y

x x
−

=
−

                         (7) 

其中 ijx 是插值之后的矩阵中的元素， { }max klx 是所有矩阵元素的最大值， { }min klx 是所有矩阵元素的最 

小值，通过该映射，接触频率矩阵中的元素就都与[0, 1]区间中的元素一一对应，而且各元素之间的相对

大小关系还不发生改变。由于接触频率自身的性质，决定了接触频率矩阵对角线元素都为 1，也就是片

段与自身肯定有接触！ 
经过以上处理，我们得到了最终的接触频率矩阵，它具有以下特点： 
1)主对角线上元素为 1； 
2)每个元素都在[0, 1]区间内； 
接着，我们将接触频率矩阵转化为距离矩阵，我们设上一步得到的频率矩阵为 F。 
转化公式如下： 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

, , 2 , , if , , 2 , 0
,

0, if , , 2 , 0

F i i F j j F i j F i i F j j F i j
D i j

F i i F j j F i j

 + − + − ≥= 
+ − <

         (8) 

这样，我们就得到了欧式距离矩阵 D。 

3.3. 利用 MDS 方法得到染色体三维坐标 

MDS [2]算法的主要步骤如下： 
1) 定义一个度量矩阵 M，其中 M 可用距离矩阵 D 通过(6)式计算得到。 

2 2 2
2

1 1

2 2 2

1 1

1
2

N N N

oi ij jk
j j k j

ij oi oj ij

d D D
N N

M d d D

= = >

= −

 = + − 

∑ ∑∑
                             (9) 

其中 oid 为染色体第 i 个片段和第 j 个片段之间的距离，M 为对称矩阵。 

2) 将 M 矩阵进行下式的特征值分解。 
TM VAV=                               (10) 

其中 A 是对角矩阵，其元素是矩阵 M 分解所得的特征值，V 是 A 的对角特征值对应的特征向量按照列排

列组成的矩阵，则其 k 维坐标可由下式计算得到[11]。 
1
2X VA=                                  (11) 

本文求染色体片段的三维坐标，则 3k = 保留最大的三个特征值和对应的特征向量。假设染色体片段 
的三维坐标为 ( )1 2, , , NX x x x= � ，矩阵 M 的最大的三个特征值为 ( )1 2 3, ,λ λ λ ，对应的特征向量为

( )1 2 3, ,ϖ ϖ ϖ  [2] [12]。则第 i 个片段的三维坐标可由下式计算得出： 

( ) ( ) ( )( )1 1 2 2 3 3, ,ix i i iλ ϖ λ ϖ λ ϖ= ∗ ∗ ∗                      (12) 

经 MDS 的维数约减计算，可以获得三维空间中染色体片段的空间坐标，用可视化软件可以生动的呈

现染色体 3D 结构，进行生物意义的探索算法性能分析[2]。 

4. 结论 

4.1. 阐述结论 

根据我们的方法，利用 MATLAB 画出染色体三维结构，如图 1，图 2 所示： 
 

 
Figure 1. Structure of the X chromosome at resolution 6,000,000 
图 1. X 染色体在分辨率为 6,000,000 时的结构 
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Figure 2. Structure of the X chromosome at resolution 8,000,000 
图 2. X 染色体在分辨率为 8,000,000 时的结构 

4.2. 比较 

首先看热图的不同，用我们的方法画出来的热图(见图 3)对比于 Jonas Paulsen 等人应用 MBO 算法的

热图，接触信息更多，如图所示，利用方法 MBO 得到的热图只能得到主对角线附近接触位点的接触信

息，数据点太少。 
 

 
Figure 3. Heat map of the contact frequency of each contact site on the X chromosome at a resolution of 8,000,000 
图 3. X 染色体在分辨率为 8,000,000 时每个接触位点接触频率的热图 
 

对比于 Jonas Paulsen 等人应用 MBO 算法[2]，借助 Matlab 中的优化工具箱 Manopt 重构的染色体结

构(见图 4)，我们采取的方法有以下特点： 
 

 
Figure 4. Jonas Paulsen uses the optimization toolbox in Matlab to reconstruct the chromosome structure of Manopt 
图 4. Jonas Paulsen 用 Matlab 中的优化工具箱 Manopt 重构的染色体结构 
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1) 得到了更多的接触频率，使得重构的染色体结构给出染色体非主体部位的结构，弱化了接触位点

对于重构后结构的影响，着重描写了染色体的整体结构，即用简单的线条连接每一个接触位点，使每个

接触位点都很渺小，从而不影响整体的重构结构； 
2) 补充 Jonas Paulsen 等人的结果中重合部分的结构，如下图所示，Jonas Paulsen 等人重构的 X 染色

体 3D 结构中间部位全是各个接触位点重合的现象，根本没有给出具体的染色体 3D 结构。这样更有利于

人们更好地把握染色体的整体结构。 
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