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Abstract 
A Chebyshev spectral method without both stiffness and mass matrices is proposed. Free vibra-
tions of rectangular thin plates with clamped boundaries are researched by Chebyshev spectral 
method. Based on the partial differential equations of thin plates for free vibrations, the equations 
of eigen frequencies are educed by separating variables. Relationship between frequencies and 
physical parameters of materials is established. Referring to Chebyshev spectral method, high or-
der derivative matrix is obtained which is a power operation of first order derivative matrix. The 
eigen frequency matrix equation of free vibration of thin plates is derived, but there is no stiffness 
matrix and no mass matrix. An example of clamped rectangular thin plate is solving by two me-
thods. Compared with finite element method, efficiency and convergence of spectral method are 
verified. Comparing results by two methods, the frequencies and modes of the plate are basically 
consistent. 
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摘  要 

提出了一种无刚度矩阵及无质量矩阵的切比雪夫谱方法，基于该方法研究了四边固支矩形薄板的自由振
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动特性。根据薄板自由振动的偏微分方程，采用分离变量法推导了薄板自由振动的特征频率方程，建立

了薄板各物理参数与自由振动频率之间的关系式。基于切比雪夫谱方法，构造出满足四边固支矩形薄板

自由振动微分方程的高阶求导矩阵，得到了薄板自由振动的特征频率矩阵方程，该方程不含刚度矩阵和

质量矩阵。通过算例和有限元方法比较，验证了切比雪夫谱方法的高效性与收敛性。对比两种方法的计

算结果，算例中薄板的频率变化规律以及各阶振型变化规律基本一致。 
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1. 引言 

弹性矩形薄板是工程中常见的结构形式，如国际空间站的太阳能电池帆板[1]，电子设备中的芯片，

高速铁路中的轨道板[2]等，弹性矩形薄板的自由振动特性受到了各国学者的广泛关注，并且提出了相关

的模型和计算方法。Ritz [3]基于变分原理，假设薄板的形函数为三角函数与双曲函数的乘积，分析了自

由边界条件下方形薄板的横向自由振动，得到了自由边界条件下方形薄板横向自由振动的特征值及节线

图。Mindlin [4]考虑了转动惯量和剪切变形，导出了各向同性弹性板的应力应变关系、运动微分方程以及

能量函数。Gorman [5]提出了求解四边固支矩形薄板自由振动解析解的叠加方法，该方法将振型函数表示

为两个函数的乘积，并将振型函数分为双对称、双反对称、对称反对称三种形式，计算过程比较复杂。

钟阳[6]从四边固支矩形薄板自由振动的基本方程出发，在哈密顿体系中使用辛几何方法得到了四边固支

矩形薄板自由振动的精确解。Liew [7]提出了 pb-2 瑞利里兹方法，该方法以边界函数和正交多项式构造

出里兹试函数。Zhou 和 Cheung [8]在 pb-2 瑞利里兹方法的基础上提出了切比雪夫里兹方法，分析了矩形

板的三维振动，该方法以一组边界函数与切比雪夫多项式的乘积作为里兹试函数。陈林[9]等基于改进的

傅里叶级数法研究了任意边界条件下矩形薄板的振动特性。薄板自由振动的控制方程为四阶椭圆型偏微

分方程，上述方法一般都需要假设满足位移边界的位移试函数，根据变分原理得到薄板的特征频率方程。 
近年来，一些新的理论和方法也得到了发展。Silling [10]提出了一套非局部连续力学体系——近场动

力学理论。同时，有关谱方法的研究也逐渐增多[11]-[17]。Orszag 等根据不同的权函数对谱方法进行了

分类，系统地总结了谱方法数值稳定性、收敛性的分析理论。Canuto 等在前人研究基础上阐明了谱方法

在流体力学应用中的关键内容，包括谱逼近的正交多项式、二维映射方法等。Shen 等应用谱方法研究了

高阶微分方程的边值问题。Shen 等将谱方法与有限元方法结合，采用谱元方法对薄壁梁前 4 阶自由振动

的频率和振型进行了分析。Trefethen 提出了一种切比雪夫谱方法，该方法采用切比雪夫插值点构造了任

意区间上任意连续函数的一阶求导矩阵。 
从目前国内外的研究现状来看，采用切比雪夫谱方法研究板壳振动的文献不多。本文在 Trefethen 的

研究基础上，利用一阶求导矩阵构造出满足四边固支矩形薄板自由振动微分方程的高阶求导矩阵，得到

了四边固支矩形薄板自由振动的特征频率矩阵方程。与传统的 Ritz 法、Galerkin 法等不同的是，由切比

雪夫谱方法得到的特征频率矩阵方程不含有刚度矩阵和质量矩阵。通过算例和有限元方法比较，验证了

切比雪夫谱方法的正确性。 
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2. 位移方程和边界条件 

分析如图 1 所示弹性矩形薄板的横向自由振动问题，一般采用基尔霍夫假定，忽略剪切变形和转动

惯量对薄板弯曲变形的影响，薄板横向自由振动的位移方程可以写成式(1) [18]： 
 

 
Figure 1. Rectangular plate 
图 1. 矩形薄板 

 
2

4
2 0h ww

D t
ρ ∂

∇ + =
∂

                                      (1) 

(1)式中： ( )3 212 1D Eh ν= − 为薄板的抗弯刚度，E 为薄板材料的弹性模量，ν 为薄板材料的泊松比，

ρ 为薄板材料的密度，h 为薄板的厚度。双调和算子的运算满足式(2)： 
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假设薄板在时域做简谐运动，将时间变量与空间变量分离，则横向自由振动位移 w 可以写成式(3)： 

( ), ei tw W x y ω=                                        (3) 

将(3)式带入(1)式，得到特征频率方程式(4)： 
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(4)式中：β 为波数，ω为薄板的自由振动频率。对于四边固支边界，薄板在边界上不发生横向位移，

也不产生由位移变化引起的转角。因此，四边固支薄板的边界关系满足式(5)。根据文献[14]的研究，薄

板的固支边界条件为微分方程的第一类边界条件和第二类边界条件的组合。 
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3. 切比雪夫谱方法 

切比雪夫多项式是以俄罗斯数学家 Pafnuty Lvovich Chebyshev 命名的一系列多项式序列。切比雪夫

多项式是一类完备的正交多项式，在数值计算中切比雪夫多项式的收敛性和数值稳定性优于一般的多项

式，如泰勒级数[19]。第一类切比雪夫多项式的表达式如式(6)所示： 

( ) ( ) ( )cos ,   cos ,   1 1nT x n x xθ θ= = − ≤ ≤                              (6) 

(6)式中：n 为非负整数。第一类切比雪夫多项式存在交错点组，使得 ( ) 1nT x = ，在数值分析中被称
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为切比雪夫插值点，是在区间[−1,1]选取的 N + 1 个不同的点，切比雪夫插值点的定义如式(7)所示： 

πcos ,   0,1, ,jx j j N
N

 = = 
 


                                  (7) 

 

 
Figure 2. Distribution of Chebyshev points (N = 8) 
图 2. N = 8 时切比雪夫插值点的分布 

 

当 N = 8 时，切比雪夫插值点的分布如图 2 所示。对于任意区间 [ ],x a b∈ ，切比雪夫插值点满足式(8)
的映射关系；同理，对于任意矩形区域 [ ],x a b∈ ， [ ],y c d∈ ，切比雪夫插值点满足式(9)的映射关系： 
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根据文献[18]所提出的切比雪夫谱方法，区间[−1,1]上的 1 阶切比雪夫谱求导矩阵 ND 满足式(10)： 
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(10)式中：i、j 分别代表 1 阶切比雪夫谱求导矩阵中第 i + 1 行、第 j + 1 列， ic 满足式(11)： 
2,   0,  
1,   1, 2, , 1j

i N
c

i N
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=  = − 

                                   (11) 

采用切比雪夫谱方法求解高阶微分方程时，高阶切比雪夫谱求导矩阵可以表达为 1 阶切比雪夫谱求

导矩阵的高次幂，如式(12)所示： 
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将对应的各阶切比雪夫谱求导矩阵带入特征频率方程(4)，可以得到如下的特征频率矩阵方程： 

( ) ( ) ( )( ) 42 W Wβ⊗ + ⊗ + ⊗ =D I D D I D4 2 2 4                           (13) 

(13)式中：⊗代表克罗内克积[20]。 

4. 数值算例与结果分析 

4.1. 算例 

算例为一四边固支方形薄板，如图 3 所示。边长为 L = 2 m，弹性模量 E = 2.10 × 109 Pa，薄板厚度 h 
= 0.01 m，泊松比 ν = 0.3，薄板的密度 ρ = 7800 kg/m3。 
 

 
Figure 3. Finite element model 
图 3. 有限元模型 

4.2. 频率分析 

有限元模型是在ANSYS 15.0中建立的，采用 shell181单元，方形网格边长为 0.01 m，网格数量 40,000，
节点数量 40,401。在切比雪夫谱方法中，切比雪夫插值点数取 25，求解算法在 MATLAB R2017b 中实现，

矩阵规模 25 × 25。四边固支方形薄板横向自由振动频率的计算结果如表 1 和图 4 所示。 
分别采用切比雪夫谱方法和有限元方法计算了算例的前 25 阶频率。由表 1 可知，随着频率的增

大，切比雪夫谱方法与有限元方法计算结果之间的误差越来越大，最大值出现在 25 阶频率，但是最

大误差只有 0.31%。同时在前 25 阶频率中，出现了 6 对重复的频率值，分别为 2 阶和 3 阶、7 阶和 8
阶、9 阶和 10 阶、14 阶和 15 阶、18 阶和 19 阶、23 阶和 24 阶。与有限元方法所需的网格数量相比，

切比雪夫谱方法选取的切比雪夫插值点个数很少，矩阵规模远远小于有限元方法，计算机内存占用更

少，计算效率更高。 
在上述研究的基础上，根据 1~25 阶频率的特点，选取了两组频率，分别得到了两组频率值随切比雪

夫插值点数变化的规律。如图 4 所示，第一组为 9 阶和 10 阶，频率值相同；第二组为 24 和 25 阶，频率 
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Table 1. Frequencies and errors calculated by spectral method and FEM 
表 1. 谱方法和有限元方法计算的频率及误差 

频率阶数 谱方法(Hz) 有限元(Hz) 误差(%) 

1 22.493 22.475 0.08 

2 45.877 45.829 0.10 

3 45.877 45.829 0.10 

4 67.643 67.558 0.13 

5 82.248 82.135 0.14 

6 82.638 82.526 0.14 

7 103.137 102.971 0.16 

8 103.137 102.971 0.16 

9 131.592 131.363 0.18 

10 131.592 131.363 0.18 

11 137.537 137.282 0.19 

12 151.364 151.065 0.20 

13 151.983 151.683 0.20 

14 185.232 184.812 0.23 

15 185.232 184.812 0.23 

16 193.087 192.651 0.23 

17 193.250 192.814 0.23 

18 212.888 212.363 0.25 

19 212.888 212.363 0.25 

20 232.118 231.496 0.27 

21 245.507 244.821 0.28 

22 246.217 245.532 0.28 

23 267.127 266.365 0.29 

24 267.127 266.365 0.29 

25 286.428 285.544 0.31 

 

值不同。由图 4 可知，当插值点数大于 12 时，9 阶和 10 阶频率值快速收敛，基本不再变化；当插值点

数大于 14 时，24 阶和 25 阶频率值快速收敛，基本不再变化。计算结果表明，采用切比雪夫谱方法研究

算例的前 25 阶频率时，采用 15~25 个切比雪夫插值点可以保证计算结果的收敛性。 
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4.3. 振型分析 

在频率分析的基础上，采用切比雪夫谱方法和有限元方法，研究了算例前 25 阶频率对应的振型。如

图 5(1)~图 5(25)所示，各子图左侧为切比雪夫谱方法的计算结果，右侧为有限元方法的计算结果。算例

1~25 阶振型表现出以下规律：1) 切比雪夫谱方法和有限元方法计算的 1~25 阶振型结果基本规律一致，

但不完全相同。两种方法计算的 1~7、11~13、16、17、20~22、25 阶振型基本相同，8~10、14、15、18、
19、23、24 振型存在一定差别。2) 差别振型来自重复频率值对应的振型。7 阶和 8 阶、9 阶和 10 阶、14
阶和 15 阶、18 阶和 19 阶、23 阶和 24 阶振型都是重复频率值对应的振型，而且重复频率值对应的振型

都是中心对称图形(包括 2 阶和 3 阶频率值对应的图形)。采用切比雪夫谱方法和有限元方法计算振型，最

明显的差别存在于 8 阶振型。8 阶和 7 阶振型对应的频率值相同，两种方法计算 7 阶振型的结果一致，

但是两种方法计算得到的 8 阶振型却不同。这种现象也存在于 18 阶和 19 阶振型的计算结果中。实际上，

7 阶和 8 阶、18 和 19 阶两对重复频率值对应的振型若采用有限元方法计算，结果是一致的，只是振型图

绕中心点旋转了 90 度。但是 7 阶和 8 阶、18 和 19 阶两对重复频率值对应的振型若采用切比雪夫谱方法

计算，结果是不一致的。综上所述，在计算四边固支矩形薄板振型时，采用切比雪夫谱方法和有限元方

法出现了一些不同的结果，有待进一步研究。 
 

 
Figure 4. The relationship between frequencies and the number of interpolation points 
图 4. 频率与插值点数的关系 
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(25) 

Figure 5. Graph of modes 
图 5. 振型图 

5. 结论 

本文基于切比雪夫谱方法分析了四边固支矩形薄板的自由振动特性。基于薄板自由振动的位移方程，

采用分离变量法推导了薄板自由振动的特征频率方程，建立了薄板各物理参数与自由振动频率之间的关

系式。建立了任意区间、任意矩形区域与[−1, 1]区间内切比雪夫插值点的映射关系，构造出满足四边固

支矩形薄板自由振动微分方程的高阶求导矩阵，得到了薄板自由振动的特征频率矩阵方程，该方程不含

刚度矩阵和质量矩阵。算例薄板前 25 阶自由振动频率的计算结果表明，切比雪夫谱方法选取 25 个插值

点的计算结果与有限元的计算结果相比，两者最大误差仅有 0.31%，切比雪夫谱方法在计算 9 阶和 10 阶、

24 阶和 25 阶频率时，选取 15~25 个插值点，计算结果趋于稳定，收敛速度很快。因此本文提出的切比

雪夫谱方法具有选取插值点少、收敛速度快、计算精度高的特点。在分析算例薄板的振型时，发现有限

元方法与切比雪夫谱方法的计算结果存在某些差别，有待进一步研究。此外，基于切比雪夫谱方法的中

厚板、各向异性材料板、不规则形状板以及其他边界条件下板的自由振动特性分析，有待深入研究。 
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