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Abstract 
In order to accurately quantify forecasting error of the cascade reservoirs with multi-source inflows and 
improve the accuracy of the optimal scheduling scheme, the four distribution curves of normal distribu-
tion, t-distribution, logistic distribution and stable distribution are used to fit the error series, and the 
Copula function is used to construct joint distribution of multi-source runoff prediction errors. Applica-
tion results of Jinping and Guandi Reservoirs show that the runoff forecast error of Jinping reservoir ob-
eys the t-distribution, the runoff forecast error of the Jiulonghe interval inflow obeys the logistic distri-
bution, and the joint distribution of the Clayton Copula function is the best. The simulation error gener-
ated by stochastic simulation is not much different from the actual value. The feasibility of the method is 
verified, which can provide a reference for reservoir group scheduling. 
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摘  要 

为了准确量化梯级水库群多源径流汇入的预报误差，提高优化调度方案的制作精度，采用正态分布、t分布、
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logistic分布和stable分布，分别对梯级水库群多源汇入径流的预报误差进行分布拟合优选，借助Copula函数具

有耦合不同类型边缘分布函数的优势，构建多源径流预报误差的联合分布。锦屏一级与官地水库构成的梯级水

库群的应用结果表明：锦屏一级入库的径流预报误差服从t分布，九龙河区间入流的径流预报误差服从logistic
分布；采用Clayton copula函数构建的联合分布拟合效果最好，随机模拟产生的预报误差模拟值与实际值相差

不大，验证了该方法的可行性，可以为水库群调度提供一定的参考依据。 
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1. 引言 

近年来，随着水文预报模型的不断更新和预报方法的不断完善，水文预报的精度得到了一定程度的提升。

但由于水文预报的误差是客观存在且不可避免的[1]，为了减少预报误差对水库调度带来的不利影响以提高水库

优化调度效益，一方面需要进一步提高预报模型的预测精度，另一方面也有必要研究模型产生的预报误差，统

计其分布规律并进行定量分析[2] [3]。目前研究中，通常将径流预报误差作为随机变量，利用概率统计的方法来

分析其统计特性和确定其概率分布形式[4]。左保河[5]采用实测预报误差序列分析和谱分析相结合的方法，基于

正态分布和对数正态分布对水文预报中的误差分布特性进行了研究，结果表明无论是大流域还是小流域，对数

正态分布更适合描述其预报误差分布规律；董前进等[6]通过对三峡水库汛期入库径流预报误差资料的计算分析

表明，其预报误差基本服从正态分布，并利用统计图形对 Laplace 和 Logistic 的分布拟合效果进行了比较，结果

显示 Laplace 分布更适合描述其误差分布规律。已有研究成果表明对于不同的水库，其入库径流预报误差分布规

律有所不同，因此找到各自拟合度最优的分布曲线和分布函数是十分必要的，而且这些多是针对水库的单一入

库径流预报误差进行的分析，对于梯级水库群来说，有多条径流汇入的情况下，使得整个梯级水库群系统具有

多源输入的特性，径流预报误差存在多重不确定性，目前相关研究成果尚不多见。 
研究多条径流汇入梯级水库群系统带来的不确定性，涉及到多变量问题。比较常见的多变量分析方法有多

元联合分布函数、非参数方法、将多维联合分布转换成一维分布的方法以及经验频率法等[7]，这些方法在处理

多变量联合分布时都有自身的局限性，难以准确描述水文数据的多元分布统计特性。近些年来，由于 Copula 函

数可以很好描述多变量之间相关性，能对不同类型的边缘分布构造相对合理的联合分布，并具有形式灵活多样、

计算较为简单等优点，在水文分析研究上受到了广泛关注[8]。例如，Favre [9]采用多维 Copula 函数构建了洪峰、

洪量极值的联合分布，并探讨了其适用性；顾佳帅等[10]采用4种对称Archimedean Copula函数构建了干旱历时、

干旱烈度和烈度峰值的二维、三维联合分布；谢华等[11]运用多维 Frank Copula 函数构建了三条河流的径流量联

合分布，分析得到了不同径流量级的遭遇概率和条件概率；张冬冬[12]等采用 Copula 函数计算洪峰、洪量和历

时的联合分布并计算得到相应的重现期。本文以锦屏一级与官地水库构成的梯级水库群系统中两条汇入径流的

预报误差分析为例，采用多种分布曲线对其进行拟合，得到效果最优的边缘分布曲线，在此基础上，采用 Copula
函数对两条径流预报误差服从的边缘分布构造联合分布，得到拟合效果最优的 copula 函数并随机抽样产生径流

预报的模拟值，将模拟值与实际值进行比较，验证方法的可行性。 
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2. 多源径流预报误差分析方法 

2.1. 各径流预报误差描述 

设 ijx 为第 j 条径流在第 i 个预报作业时刻下的预报相对误差： 

, 1, 2, , ; 1, 2, ,ij ij
ij

ij

q q
x i m j n

q
′ −

= = =                                (1) 

式中， ijq′为预报值， ijq 为实际值，m 为序列长度，n 为汇入梯级水库群的径流条数。 
则对于具有 n 条径流汇入的梯级水库群系统，在第 i 个作业时刻下的径流预报误差为 [ ]1 2i i inA x x x=  。

n 条输入的径流预报误差分别设为 1 2, , , nx x x ，其对应的边缘分布分别为 ( ) ( ) ( )1 2, , , nF x F x F x ，密度函数分

别为 ( ) ( ) ( )1 2, , , nf x f x f x 。 
对于 ( ) ( ) ( )1 2, , , nF x F x F x 的求解通常可以选用正态分布、logistic 分布、t 分布、stable 分布、Gamma 分

布、广义极值分布、对数正态分布、指数分布等等[13]进行拟合选取。 

2.2. 多源径流预报误差联合分布 

对于具有 n 条径流输入的梯级水库群系统来说，各条径流之间可能存在的相关性导致各径流预报误差之间

也存在一定的相关性，基于此，采用 Copula 函数构造联合分布描述求解。为了寻求 1 2, , , nx x x 的联合分布函数

( )1 2, , , nH x x x ，根据 n 维 Sklar 定理可知，一定存在一个 Copula 函数 C，使得下式成立： 

( ) ( )1 2 1 2, , , , , ,n nH x x x C u u u=                                  (2) 

式中， 1 2, , , nu u u 分别为随机变量 1 2, , , nx x x 的边缘分布，即 ( )i iu F x= 。 

1 2, , , nx x x 的联合概率密度函数为： 

( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2

1 2 1 2
1 2

, , ,
, , , n

n n
n

C F x F x F x
f x x x f x f x f x

F x F x F x
∂

=
∂ ∂ ∂



 



                  (3) 

对于(2)式与(3)式中的 Copula 函数 C 可以考虑水文领域常用的阿基米德 Copula 函数，比如 n 元 Gumbel 
Copula，n 元 Clayton Copula 以及 n 元 Frank Copula 等。 

2.3. 多源径流预报误差联合分布求解步骤 

1) 对 n 条汇入梯级水库群的径流预报误差序列数据进行分析。主要采用均值、标准差和确定性系数作为统

计量描述，计算公式分别如下： 
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式中， tq′为预报值， tq 为实际值，m 为序列长度。 
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2) 对 n条径流预报误差系列数据建立频率分布直方图，观察其数据分布情况选用合适的边缘分布曲线进行拟合。 
3) 选取拟合效果最好的分布曲线作为边缘分布。判断依据主要为均方根误差和判定系数等。计算公式如下： 

( )2

1
cod

2 2

1 1

ˆ

ˆ

m

i i
i

m m

i i
i i

y y

y y
η =

= =

=
  
  
  

∑

∑ ∑
                                     (7) 

( )2
RMSE

1

1 ˆ
m

i i
i

y y
m

ε
=

= −∑                                     (8) 

式中： iy 为各拟合分布的离散点的概率值， ˆiy 为样本总体分布的概率密度函数值。判定系数的取值是[0,1]，其

值越大表示拟合效果越好，均方根误差值越小表示拟合效果越好。 
4) 选取常用的 n 元阿基米德 copula 函数对得到的 n 条边缘分布曲线构造联合分布并判断拟合效果。判断依

据为离差平方和最小准则(OLS)和 AIC 信息准则法，其计算公式分别如下： 

( )2

1

1OLS
m

ei ci
i

P P
m =

= −∑                                     (9) 

( )AIC ln MSE 2m k= +                                     (10) 

其中， eiP 为联合分布的经验频率， ciP 为联合分布的理论频率，k 为相应 n 元 copula 函数的参数个数。 
5) 根据计算结果得到拟合效果最佳的 n 元 copula 模型参数及表达式，并根据蒙特卡洛法随机抽样，得到 n

条输入径流的预报误差的边缘分布值，再根据逆函数原理，通过求取第(3)步中边缘分布曲线的逆函数，从而得

到模拟的 n 条径流预报误差值，并计算模拟值与实际值的特征值，进行比较。 

3. 实例研究 

雅砻江是金沙江最大的支流，是中国水能资源最富集的河流之一。全长 1571 km，流域面积 13.6 万 km²，

河口多年平均流量为 1910 m³/s，年径流量近 600 亿 m³，占长江上游总水量的 13.3%。其干流共规划了 22 级水

电站，总装机容量约为 3000 万 kw，年发电量约为 1500 亿 kw·h。雅砻江下游河段是其目前水电开发的重点河

段，有锦屏一级、锦屏二级、官地、二滩、桐子林五大电站。九龙河是雅砻江下游左岸的一级支流，发源于九

龙县北端与康定县交界处，全长 128 km，由北向南至文家坪注入雅砻江。其水能资源丰富，最高流量 200 m³/s，
理论蕴藏发电量 103.9 万 kw。 

锦屏一级电站(锦西水库)和官地水库构成的梯级水库群系统中，上游有雅砻江汇入锦西水库，区间还有九龙河

汇入官地水库，两条径流汇入使得梯级水库群存在多重不确定性，基于此，本文以锦西入库径流预报误差和九龙

河区间入流预报误差作为研究对象，构建联合分布进行分析，以期为水库制作准确调度方案提供一定的参考依据。 

3.1. 确定边缘分布 

数据采用 2013 年 6 月~2014 年 6 月锦西入库和九龙河日径流预报过程中预见期为 6 h 的预报值和实测值，

采用均值、标准差和确定性系数三个指标作为统计量描述，对两条径流(下文简称锦西入库和区间入流)预报误差

的样本做统计分析。由公式(4)、(5)、(6)计算可得各指标的结果见表 1。 
 
Table 1. Statistical description of runoff prediction errors in Jinxi reservoir inflow and interval inflow 
表 1. 锦西水库入库和区间入流的径流预报误差的统计描述量 

径流序列 序列长度 均值 µ  标准差σ  确定性系数 R² 

锦西入库 673 0.5577 7.7427 0.9720 

区间入流 673 4.5347 27.4853 0.9107 
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对两条径流预报误差序列数据分别建立频率分布直方图，根据分布情况选用不同分布曲线对其进行拟合，

分别得到两条径流预报误差的拟合效果图，见图 1、图 2。 
 

 

Figure 1. Jinxi reservoir inflow runoff forecast error distribution 
图 1. 锦西水库入库径流预报误差分布拟合 

 

 

Figure 2. Interval inflow runoff forecast error distribution fitting 
图 2. 区间入流径流预报误差分布拟合 

 
由图 1 锦西水库入库预报误差的频率分布直方图中可以看出，频率分布直方图呈现中间高两边低，选用满

足此类描述的分布，如正态分布、logistic 分布、t 分布和 stable 分布对其进行拟合，可以初步看到拟合效果好的

分布情况依次是 t 分布 > stable 分布 > logistic 分布 > 正态分布。图 2 中区间入流预报误差的频率直方图也大

致满足中间高两边低，同样选取 4 种分布对其序列进行拟合，可以看出 logistic 分布对于峰值的拟合优于其他 3
个分布曲线。由公式(7)、(8)计算判定系数和均方根误差再次判断各曲线的拟合效果，计算结果见表 2。 
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Table 2. Applicability judgment table for each distribution curve of Jinxi inflow and interval inflow runoff forecast error 
表 2. 锦西水库入库和区间入流径流预报误差的各分布曲线适用性判定表 

 分布曲线 正态分布 t 分布 Logistic 分布 Stable 分布 

锦西入库 
判定系数 CODη  0.6213 0.9349 0.7356 0.9059 

均方误差 RMSEε  0.0399 0.0260 0.0332 0.0283 

区间入流 
判定系数 CODη  0.9510 0.9613 0.9739 0.9720 

均方误差 RMSEε  0.0115 0.0100 0.0096 0.0098 

 

对于锦西入库径流预报误差序列，由表 2 可以看出，判定系数 t 分布 0.9349 > stable 分布 0.9059 > logistic
分布 0.7356 > 正态分布 0.6213，均方根误差 t 分布 0.026 < stable 分布 0.0283 < logistic 分布 0.0332 < 正态分布

0.0399，由判定系数越大越好和均方根误差越小越好这一判定依据，可以得到拟合效果好的分布依次是 t 分布 > 
stable 分布 > logistic 分布 > 正态分布，这与图 2 得到的结论是相同的，所以可以得到锦西入库径流预报误差服

从 t 分布。类似的，对于九龙河区间入流预报误差序列，由表 2 可以看到 logistic 分布的判定系数最大，均方根

误差最小，所以得到九龙河区间入流预报误差服从 logistic 分布。 
锦西入库、九龙河区入流径流预报误差拟合的 4 个分布曲线的参数见表 3。 

 
Table 3. The distribution parameter table of runoff forecast error of Jinxi inflow and interval inflow 
表 3. 锦西入库、区间入流的径流预报误差各分布参数表 

参数 正态分布 t 分布 Logistic 分布 Stable 分布 

锦西入库 
0.5577µ =  

7.7427σ =  

0.0786µ =  

2.6587σ =  

1.3928n =  

0.4263µ =  

3.5098σ =  

1.1396α =  

0.1726β =  

2.3844γ =  

0.0206δ =  

区间入流 
4.5347µ =  

27.4853σ =  

4.4982µ =  

27.2984σ =  

165.2543n =  

3.8171µ =  

15.6066σ =  

1.9741α =  

1.0000β =  

19.2281γ =  

3.9273δ =  

 

设锦西入库和区间入流的径流预报误差分别为 x，y。由表 3 可以得到，锦西入库径流预报误差服从的 t 分
布参数分别为 0.0786, 2.6587, 1.3928nµ σ= = = ，可以得到 t 分布表达式如下： 

( ) ( )0.0786 1.3928
2.6587

xF x t−
= ∼                                  (11) 

九龙河区间入流预报误差服从的 logistic 分布参数 3.8171, 15.6066µ σ= = ，可以得到分布函数和密度函数分

别如下： 

( ) 3.8171
15.6066

1

1 e
yF y −

−
=

+

                                     (12) 

( )
3.8171

15.6066

23.8171
15.6066

e

15.6066 1 e

y

y
f y

−
−

−
−

=
 
+  

 

                                (13) 

3.2. Copula 函数构造联合分布 

根据得到的锦西入库径流预报误差服从的 t 分布、九龙河区间入流径流预报误差服从的 logistic 分布采用
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copula 函数构造联合分布。 
为了研究两条径流预报误差的相关性，采用 t 检验进行检验。计算锦西入库(x)和九龙河区间入流(y)两条径

流预报误差序列的相关系数 r，其计算公式如下： 

( )( )

( ) ( )

1 1 1 1

2 22 2
2 2

1 1 1 1 1 1

n n n n

i i i i i i
i i i i

n n n n n n
i i i i i ii i i i i i

x x y y n x y x y
r

x x y y n x x n y y

= = = =

= = = = = =

− − −
= =

   − − − ⋅ −   
   

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
                (14) 

通过计算可以得到 r = 0.1423，然后根据 t 检验构造统计量见式(15)： 

2

2

1

r nt
r

−
=

−
                                         (15) 

指定置信度 0.1α = ，由 t 分布表中查得临界值 1.288tα = ，由(15)计算得到 3.76t tα= > ，所以，可以认为 x
和 y 不独立，即锦西入库和区间入流的径流预报误差两个序列并不独立，具有一定的相关性。 

在此基础上选择常用的三种阿基米德 Copula 函数：GH Copula、Clayton Copula 和 Frank Copula 函数，对两

个径流序列构造联合分布。利用Matlab 得到三个Copula函数下的联合分布函数图和密度函数图如下，见图 3~5。 
 

 

Figure 3. Distribution function graph and density function graph of GH copula 
图 3. GH copula 的分布函数图和密度函数图 
 

 

Figure 4. Distribution function graph and density function graph of Clayton copula 
图 4. Clayton copula 的分布函数图和密度函数图 
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Figure 5. Distribution function graph and density function graph of Frank copula 
图 5. Frank copula 的分布函数图和密度函数图 
 

采用极大似然法估计得到的 3 个 Copula 函数的参数，以及采用离差平方和最小准则(OLS)和 AIC 信息准则

法对联合分布的适用性判定的结果见表 4。 
 
Table 4. Table of copula function parameter values and applicability judgment 
表 4. Copula 函数参数值及适用性判定表 

Copula 函数 GH copula Clayton copula Frank copula 

参数估计值 2.6583 2.1839 15.7759 

OLS 0.0147 0.0128 0.0175 

AIC −5675.3065 −5862.2452 −5444.6998 

 

采用 OLS 和 AIC 准则值均为最小为判断依据，由表 4 可以得到，3 个 Copula 函数的拟合情况分别为 Clayton 
copula > GH copula > Frank copula。因此选用 Clayton copula 构造联合分布，其参数值 2.1839θ = ，相应的分布函

数和密度函数分别如下式： 

( ) ( )
1

2.1839 2.1839 2.1839, ; 1ClC u v u vθ
−− −= + −                              (16) 

( ) ( )( ) ( )
122.1839 1 2.1839 2.1839 2.1839, ; 1 2.1839 1Clc u v uv u vθ

− −− − − −= + + −                      (17) 

式中： ,u v 分别为 x 和 y 的边缘分布函数即 ( ) ( ),F x F y 。 

3.3. 随机模拟 

由 Clayton copula 函数模拟 5000 次锦西入库和九龙河区间入流的径流预报误差作为模拟值，并计算模拟值

与实际值的特征值见表 5。 
 
Table 5. Comparison table between the simulated value and the actual value of the forecast error of Jinxi inflow and interval inflow 
表 5. 锦西入库和区间入流误差模拟值与实际值特征值对比表 

序列 
均值 变差系数 偏差系数 

实际值 模拟值 实际值 模拟值 实际值 模拟值 

锦西入库 0.5577 0.5048 13.8823 11.4024 −0.1805 −0.2010 

区间入流 4.5347 4.7538 6.0612 6.8314 0.2220 0.1837 
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由表 5 可以看出实际值与模拟值相差不大，表明构造的联合分布可以用来模拟梯级水库群中两条径流汇入

的预报误差的实际情况，以此来表征整个系统输入的不确定性。将模拟值与预报值叠加，可以产生一系列考虑

径流预报误差的模拟值，能得到更接近实际的来水径流过程。 

4. 结论 

本文以锦西入库和九龙河区间入流的径流预报误差分析为例，考虑多条径流之间存在的相关性带来的梯级

水库群系统的多重不确定性，基于 Copula 函数构建了多源径流预报误差的联合分布，得到的结论如下： 
1) 对于不同的径流预报误差序列，其服从的分布规律不同。锦西入库径流预报误差服从 t 分布，九龙河区

间入流径流预报误差服从 logistic 分布。 
2) Clayton copula 函数构建的两个径流预报误差序列的联合分布拟合效果更好。基于此函数产生的模拟值与

实际值的特征值结果相差不大，说明建立的多源径流预报误差的联合分布方法具有一定的可行性，可以将产生

的模拟值与预报值叠加后得到更接近实际来水的一系列径流过程，为水库调度决策提供一定的参考依据。 
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