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Abstract 
The research of this paper is based on two degree of freedom vibration model, through mathe-
matical derivation and experimental research to obtain the law of partial influence of contact 
stiffness k and contact damping c, so the aim of research is to explore a kind of combination sur-
face contact parameter detection method based on the two degree of freedom vibration system, 
which will provide the certain theoretical support and experimental basis for the subsequent re-
search in contact feature of combination surface.  
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摘  要 

本文的研究是在二自由度振动模型基础上展开的，通过数学推导和实验研究获得接触刚度k和接触阻尼c
部分影响规律，从而确立研究目标为探索一种基于二自由度振动系统的结合面接触特性参数检测方法，
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为后续研究结合面的接触特性提供一定的理论支持和实验基础。 
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1. 引言 

本文通过分析 G-W 接触模型对结合面实际接触形态的描述，结合相关机械动力学理论对机械结合面

的动[1]、静态特性[2]进行相关理论研究，并基于结合面微观接触模型，建立二自由度耦合系统物理模型

和数学模型，提出基于二自由度耦合系统对结合面特性参数的检测方法。还将对二自由度系统的物理模

型、数学模型以及系统各响应参数的求解方法进行详细阐述，主要内容是二自由度系统的响应参数和界

面结合强度参数之间的关系，具体说是结合强度与二自由度系统接触刚度和接触阻尼的联系。 

2. 结合面检测模型的建立 

G-W 接触模型[3] 

在研究结合面实际接触情况时，通常将三维的表面微光形态简化为二维来分析，如图 1 所示。其中，

图 1(a)中为两个粗糙度分别为 σ1 和 σ2 的表面形成接触，中心线距离为 d；图 1(a)的实际接触情况可以等

效为一个光滑的刚性平面与一个粗糙度均方根为平面的接触，等效接触情况为图 1(b) [4]。 
 

 
(a) 实际接触                           (b) 等效模型 

Figure 1. Contacts of rough surface 
图 1. 粗糙表面接触 

 
图 1 中的等效模型，描述的是两个粗糙表面实际接触部位的变形行为，实际是接触部分的弹塑性变

形的混合。变形量小的部分可以恢复，表现为弹性变形。而表现量大的则不可恢复，表现为塑性变形[5]。
G-W 中模型指出，弹性变形是两个粗糙表面接触的常态，而塑性变形的产生于总载荷不存在线性的关系，

即在载荷很小的情况下也会导致接触凸峰的塑性变形，说明塑性变形和弹性变形是同时存在的。G-W 模

型中对于实际接触面积的的计算结果表明，接触面积和总接触载荷是呈线性关系的，这是后面分析接触

特性参数变化规律的一个重要理论依据。 
基于二自由度振动系统的结合面接触特性参数模型是在 G-W 接触模型基础上提出的，将 G-W 模型
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中提到的弹性变形和塑性变形等效为所有实际接触凸峰的刚度和阻尼。 

3. 二自由度振动系统物理模型 

为了更好的研究结合面内部的小范围接触和量化管理结合面内部的结合特性[6]，引入如图 2 所示为

二自由度振动系统，分别由等效质量 m1 和 m2、弹性系数 k1 和 k2、阻尼系数 c1和 c2、接触刚度 k 和接触

阻尼 c 组成，系统中接触刚度 k 和接触阻尼 c 分别代表接触部位的弹性变形和塑性变形。在图 2 中，由

m1、k1 和 c1 组成一个单自由度振动单元，另一个单自由度振动单元则由 m2、k2 和 c2 组成。利用该系统在

自由状态下的振动响应推算出此区域内接触刚度 k 和接触阻尼 c。 
 

 
Figure 2. Two degree of freedom vibration system 
model diagram 
图 2. 二自由度振动系统模型图 

 

 
Figure 3. Two degree of freedom vibration system 
force analysis chart 
图 3. 二自由度振动系统受力分析 

 
受力分析时将二自由度振动系统分解为两个独立单自由度振动单元，并分别对分解后的振动单元进

行受力分析。由上述的二自由度振动模型中可以看出，所检测的接触刚度和接触阻尼都是在结合面的法

向产生的，故假设 m1、m2 只能沿 y 轴方向运动，m1、m2 的位移为 y1、y2,静置点为 m1、m2 的位移原点。

图 3 所示，当受到外界激励时，m1、m2 的弹性形变为 y1、y2，弹簧 k1 伸长 y1，弹簧 k2 缩短 y2。此时，由

于弹性形变 m1、m2 受到弹性恢复力分别为 1 2k y 、 2 2k y 、 ( )1 2k y y− ，阻尼 1 1c y 、 2 2c y 、 ( )1 2c y y−  ，根据

牛顿第二定律得出运动微分方程组： 
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( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 1 1 1 2 1 2 1 1

2 2 2 2 2 1 2 1 2 2 2

F k y c y k y y c y y m y

F k y c y k y y c y y m y

− − − − − − =


− − − − − − =

   

   

                      (2.1) 

当二自由度系统处于自由振动状态时，此时 m1 和 m2 均不受外力作用，即 1 0F = ， 2 0F = 。此时运动

微分方程组(2.1)变为： 

( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 1 1 2 1 2 1 1

2 2 2 2 1 2 1 2 2 2

k y c y k y y c y y m y

k y c y k y y c y y m y

− − − − − − =

− − − − − − =

   

   

                        (2.2) 

式(2.2)中，m1、m2 为独立的运动物体，则在其各自的方程中包含有位置，速度，加速度，联立 m1、

m2 的运动方程形成二自由度振动系统的联立方程，对于 m1、m2 所处位置 y1、y2 则被认为是耦合的，而

m1、m2 的运动则是相互影响的。 

4. 结合面接触特性检测模型振动响应 

结构振动分析中，固有频率和模态向量的问题在数学上通常转化为求解特征值和特征向量。通常，

任意形式周期性振动的函数都可用傅里叶级数展开为多个简谐振动之和，绝大部分的振动都是由有限个

自由度的单自由度系统组成，则机械结构的振动特性可以多阶矩阵的微分方程来描述，利用特征值方法

对振动系统方程进行求解。 
系统在自由状态下，二自由度振动系统微分方程： 

( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 1 1 1 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2 1 2 1 2

0

0

m y k y c y k y y c y y

m y k y c y k y y c y y

− − − − − − =


− − − − − − =

   

   

                    (3.1) 

将振动微分方程式(3.1)转化为矩阵形式： 

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

0 0
0 0

m y c c c y k k k y
m y c c c y k k k y

+ − + −             
+ + =            − + − +             

 

 

             (3.2) 

当二自由度振动系统中 m1、m2 相互不接触时，系统可以分解为两个独立的单自由度振动。此时，系

统的参数可以通过求解两个单自由度系统获得，其中固有频率 ω1、ω2 分别为： 

1
1

1

2
2

2

k
m

k
m

ω

ω


=



 =


                                      (3.3) 

式(3.3) k1、k2 通过单自由度单元测量和计算获得；ω1、ω2 通过检测单自由度单元自由振动响应数据，

并拟合计算后获得，即拟合后的振动圆频率。 
当二自由度系统考虑阻尼时，故令方程特征解加入衰减项的形式为： 

( )
( )

1 1

2 2

e cos

e cos

t

t

y A t

y A t

ε

ε

ω ϕ

ω ϕ

 = +


= +
                                 (3.4) 

振动模型加入阻尼衰减项 

1 1

2 2

e
e

st

st

A A
A

A A
    = =   
    

                                   (3.5) 

此时，振动模型解的形式为 
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1 1

2 2

e
e

st

st

y A
y

y A
    = =   
    

                                   (3.6) 

1 1

2 2

e
e

st

st

y A s
y

y A s
    = =   
    







                                  (3.7) 

2
1 1

2
2 2

e
e

st

st

y A s
y

y A s
    = =   
    







                                  (3.8) 

将式(3.6)、(3.7)、(3.8)代入式(3.2)，得到 
2

1 1 11 1 1
2

2 2 22 2 2

0 e e e
0

0 e e e

st st st

st st st

m c c c k k kA s A s A
m c c c k k kA s A s A

+ − + −               + + =          − + − +               
        (3.9) 

整理后， 

( ) ( )
( ) ( )

2
1 1 1 1

2
2 2 2 2

e
0

e

st

st

m s c c s k k cs k A
cs k m s c c s k k A

  + + + + − −   =  
− − + + + +     

            (3.10) 

由前面分析可知，二自由度振动系统在自由状体下振动必有非零解使得式(3.10)成立，根据非零解的

判定条件有 

( ) ( )
( ) ( )

2
1 1 1

2
2 2 2

0
m s c c s k k cs k

cs k m s c c s k k
+ + + + − −

=
− − + + + +

                 (3.11) 

式(3.11)展开后为一个四元一次方程，则该方程应有四个特征根，特征根的特性将决定二自由度振动

系统是否为振荡系统。 
(1) 振荡系统 
二自由度系统要构成振荡系统，则式(3.11)的特征根必定是成对的共轭复数，根据共轭复数的基本特

性。令方程的特征根为 s1、s2、s3、s4 可以将特征根写为以下基本形式： 

1 1 1 2 1 1

3 2 2 4 2 2

,
,

s i s i
s i s i

ξ ω ξ ω
ξ ω ξ ω

= − + = − −
= − + = − −

                              (3.12) 

则可以得到微分方程(3.4)的通解： 
31 2 4

31 2 4

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

e e e e

e e e e

s ts t s t s t
a b c d

s ts t s t s t
a b c d

y A A A A

y A A A A

 = + + +


= + + +
                          (3.13) 

在计算过程中作如下假设： 

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1e , e , e , e
2 2 2 2
1 1 1 1e , e , e , e
2 2 2 2

t t t t
a b c d

t t t t
a b c d

A B A B A B A B

A B A B A B A B

ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

′ ′ ′ ′− −

′ ′ ′ ′− −

 = = = =

 = = = =


             (3.14) 

将式(3.14)代入式(3.13)得到微分方程解的形式： 

( ) ( )
( ) ( )

1 2

1 2

1 1 01 1 2 02 2

2 1 1 01 1 2 2 02 2

e sin e sin

e sin e sin

t t

t t

y B t B t

y B t B t

ξ ξ

ξ ξ

ω ϕ ω ϕ

λ ω ϕ λ ω ϕ

− −

− −

 = + + +


= + + +
                  (3.15) 

式中，由二自由度振动系统结构决定的参数有： 1 2 1 2, , ,ω ω ξ ξ ；由系统初始状态决定的系数有： 1 2 1 2, , ,B B ϕ ϕ 。
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小阻尼二自由度振动系统与无阻尼系统的振动叠加是相似的，均由以 1ω 和 2ω 为频率的自由振动叠加而成；

它们的区别在于，小阻尼系统的自由振动是衰减的，各个独立运动单元的相位是不一致的。由式(3.11)
推导小阻尼系统的接触刚度 k 和接触阻尼 c 的解，展开得： 

( )
( )
( ) ( )

4 3
1 2 1 2 1 2 1 2

2
1 2 1 1 2 1 2 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 0

m m s m c m c m c m c s

m k m k c c c c c c m k m k s

c k c k ck ck c k c k s k k k k k k

+ + + +

+ + + + + + +

+ + + + + + + + + =

                 (3.16) 

特征解为复数，将特征解的复数形式代入式(3.16)后，并按实部和虚部移项且实部和虚部都为零，则

有： 

( ) ( )
( )( )
( )( )
( )

22 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

2 2
1 2 1 2 1 2

2 2
1 2 1 1 2 1 2 2 1 2

1 2 1 1 2 2 1 2

4

3

0

m m m m k k k k k k

m c m c m c m c

m k m k c c c c c c m k m k

c k c k ck ck c k c k

ξ ω ξ ω

ξ ω ξ

ξ ω

ξ

− − + + +

− + + + −

+ + + + + + + −

− + + + + + =

 

( ) ( )( )
( )
( )

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 1 2 1 2 2 1 2

1 2 1 1 2 2 1 2

4 3

2

0

m m m c m c m c m c

m k m k c c c c c c m k m k

c k c k ck ck c k c k

ξω ξ ω ξ ω ω

ξω

ω

− − + + + + −

− + + + + + +

+ + + + + + =

             (3.17) 

式(3.17)移项后得到： 

( ) ( )( )
( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ){ }
( ) ( )( ) ( ){ }

22 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 2 1

2 2
1 2 1 2 2 1 1 2 2 1

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

2 2
1 2 1 2 1 2

4 3

3

0

m m m m k k m c m c

m k c c m k c k c k

m m c c k k c

k k m m c c k

ξ ω ξ ω ξ ω ξ

ξ ω ξ

ξ ω ξ ξ ω ξ

ξ ω ξ

− − + + + −

+ + + − − +

+ − + + + − − +

+ + + + − − + =

            (3.18) 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

2 2 2 2
1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1

2 2
1 2 2 1 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

4 3 2

3 2

2 0

m m m c m c m k c c m k

c k c k m m c c k k c

c c m m

ξω ξ ω ξ ω ω ξω

ω ξ ω ω ξω ω

ω ξω

− − + + − − + +

+ + + + − − + + +

+ + − + =

   (3.19) 

因为每一项均为 0，所以按每一项前面的系数分别列开 

0

0

0
0

k c

k c

P k P c P
Q k Q c Q

+ + =
 + + =

                                (3.20) 

式(3.20)中各项详细表述如下： 

( ) ( )( ) ( )2 2
1 2 1 2 1 2kP k k m m c cξ ω= + + + − − +  

( )( ) ( )( ) ( )2 2 2 2
1 2 1 2 1 23cP m m c c k kω ξ ξ ξ ω ξ= − + + − + − +  

( ) ( )( )
( ) ( )( )

22 2 2 2 2 2
0 1 2 1 2 1 2 2 1

2 2
1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 2 1

4 3P m m m m w m c m c w

c k c k k k m k c c m k

ξ ω ξ ξ ξ

ξ ω

= − − + + −

− + + + + + −
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1 2 1 22( ) ( )kQ m m c cξ= − + + +  

( )( ) ( ) ( )2 2
1 2 1 2 1 23 2cQ m m c c k kξ ω ξ= + − − + + +  

( ) ( )( )
( ) ( )

2 2 2 2
0 1 2 1 2 2 1

1 2 1 2 2 1 1 2 2 1

4 3

2

Q m m m c m c

m k c c m k c k c k

ξ ξ ω ξ ω

ξ

= − − + + −

− + + + +
 

接触刚度 k 和接触阻尼 c 的解 

0 0

0 0

c c

k c c k

k k

c k k c

P Q P Q
k

P Q P Q
P Q P Q

c
P Q P Q

− = − −
 − = −
 −

                                (3.21) 

由式(3.20)和(3.21)可知，获取系统结构参数、初始条件参数以及系统的响应特征频率，即可求得小

阻尼二自由度振动系统接触刚度 k 和接触阻尼 c。 

5. 结论 

本文在 G-W 接触模型的基础上提出结合界面的内部接触特性的简化模型，引入二自由度振动模型等

效相互接触的结合面。结合机械动力学和微分方程求解的方法，通过推导了二自由度系统的振动响应得

出接触刚度 k 和接触阻尼 c 的解与系统参数(结构参数：等效质量 m1、m2；振动圆频率 ω1、ω2；等效刚

度 k1、k2；等效阻尼 c1、c2；衰减系数 ξ1、ξ2；响应频率 ω01、ω02 的关系式。 
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