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Abstract 
In this paper, we built an epidemic model with Beddington-DeAngelis and delay. First, we ana-
lyzed the associated characteristic equation, and then discussed the stability of the equilibrium. 
Finally, we determined the stability region of the model. Moreover, we found that when the time 
delay in the model satisfies a series of conditions, the model undergoes Hopf bifurcations and 
Hopf-Zero bifurcation. Finally, some numerical simulations and phase diagram are given to satis-
fied theoretical results. 
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摘  要 

本文建立了带有Beddington-DeAngelis功能项的时滞传染病模型。对于模型的研究，我首先从模型特征

方程的特征根进行研究，其次再分析了模型正平衡点的稳定性，接着确定了该模型的稳定性区域，从而

发现当模型中的时滞满足一系列的条件时，模型经历Hopf分岔和Hopf-Zero分岔，最后通过数值模拟验

证了理论的正确性。 
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1. 引言 

由病毒和真菌感染人或其他生物体后产生的传染病，可以在人群或其相关的生物种群中引起大面积

的传播[1]。传染病的传染给人类的健康带来很大的影响，在每年的死亡人口中大约有百分之二十五的人

是死于传染病[2]。因此，研究传染病模型，并掌握病毒传染及细胞间的相互作用机制是非常有必要的[3] 
[4]。进入 20 世纪以来，微分方程理论才被广泛的应用于传染病相关问题的动力学模型中[5] [6] [7] [8]，
并取得了有效的成果。然而，先前学者们建立的模型中，传染病的传染速率呈现线性传染，且传染到发

病的过程不考虑时间滞后，这是不符合现实情况的。因此我改进的模型中的传染速率是非线性传染的，

并符合 Beddington-DeAngelis 功能函数，在传染到发病还需要有时间滞后过程，更接近于实际情况。本

文通过对改进模型的研究，得到传染病模型出现局部稳定、Hopf 分岔以及 Hopf-Zero 分岔的具体条件，

从而了解细胞间的相互作用机制，更好的控制传染病的传播。 

2. 模型的建立 

对于传染病的研究，在文章[9]中，关于传染病模型的数学模型可描述为下面的方程： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

;
;

.

x t a by t r x t
y t x t y t z t y t z t
z t y t z t z t

ω
ω µ β σ
σ µ α β

′ = + − +
′ = − + −



′ = − + +






                       (1) 

其中 ( )x t 表示未成年个体在t时刻的种群大小， ( )y t 表示成年易感者在t时刻的种群大小， ( )z t 表示成年

染病者在t时刻的种群大小。 a ，b ，ω ， r ， µ ，σ ，α ， β 都为正常数。ω 表示未成年个体到成年个

体的转化率，β 表示自我康复率，r 表示未成年个体的自然死亡率，µ 表示成年个体的自然死亡率，α 表

示因病死亡率，σ 表示单位时间内两个接触个体之间传播疾病的概率。 
本文中我的改进模型如下： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

;

;
1

.
1

x t a by t r x t
y t z t

y t x t y t z t
cy t dz t

y t z t
z t z t

cy t dz t

σ τ
µ β

τ
µ

ω

σ
β

ω

α

′ = + − +

−
′ = − + −

+ +

−







′ = − + +
+ +





                    (2) 
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其中τ 是感染到发病的时间，
( ) ( )
( ) ( )1

y t z t
cy t dz t

σ τ−
+ +

为成年易感者和染病者之间的非线性的Beddington-DeAngelis

发生率。 
下面本文将从分析系统(2)的稳定性以及系统(2)的分岔两个方面来论述，并借鉴文[10] [11] [12] [13] 

[14]中对这两个问题的分析方法，展开对本文所建立的带有Beddington-DeAngelis功能项的时滞系统(2)的
平衡点稳定性、Hopf分岔和Hopf-Zero分岔的存在性的定性分析。 

3. 平衡点的稳定性 
本节将用微分方程理论，研究本文建立的带有Beddington-DeAngelis功能项的时滞系统(2)的动力学行

为。经过计算可求出系统(2)有两个平衡点 ( )0 0 0, , 0E x y= 和 ( )1 1 1 1, ,E x y z= ，其中， 0
ax

b r
µ

ω µω µ
=
− + +

，

0
ay

b r
ω

ω µω µ
=
− + +

，
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

a c d b
d b r c

x
r r

σ α µ α µ α β µ µ α β µ α µ α β µ
α β µ ω µ µ α µ ω α β µ σ α µ ω
− + + + + + − + + − + + +

− + + − + + + + + − +
=

+ +

( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

ad r

d b
y

r c r r

α β µ ω α µ α µ

α β µ ω µ µ α µ ω α β µ σ α µ ω

− + + + + + +

− + + − + + + + + − +
=

+ +

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

a c b r

d b r c r
z

r

ω µ α β µ α β µ σ α β µ µ α β µ

α β µ ω µ µ α µ ω α β µ σ α µ ω

+ + + + + − − + + + + +

− + + − + + + + + + − + +
= 。 

根据实际意义，我们只讨论平衡点 1E ，则系统(2)在平衡点 1E 处的雅可比矩阵为 

( ) ( )

( ) ( )
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z c y z y d y z
cy dz cy dzcy dz cy dz

λτ

λτ

ω

σ σ σ σω µ β

σ σ σ σα β µ

−

−

− −

− − + − + +
+ + + ++ + + +

− − −

 
 
 
 
 


− −
+ + + ++ +




+ +


 
 
 
 

 

根据雅可比矩阵，则可求出系统(2)在平衡点 1E 处的特征方程： 

( )3 2 2
2 1 0 2 1 0 e 0m m m n n n λτλ λ λ λ λ −+ + + + + + =                        (3) 

( )
( ) ( )( )((

( )) ( ) ( )( )( ))
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( ) ( )( )(
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1
2

1 1 1
y

cy
n
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σ

−
+ +

= , 
( )1

1
1

1 1
y r
cy dz

n
σ µ ω+ +

−
+ +

= , 
( )( )

1
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1
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y b r

cy d
n

z
σ ω µ µ− +

−
+ +

=  

根据赫尔维茨判定定理[15]以及微分方程的定性理论，可以得到以下引理： 
引理1：(i) 当 0τ = ， 0 0 0m n+ = 时，此时在 1E 处的特征方程为 

( ) ( )3 2
2 2 1 1 0m n m nλ λ λ+ + + + =                               (4) 

显然方程(4)的一个根为 0λ = ；当 0 0 0m n+ = ， 2 2 0m n+ > 且 1 1 0m n+ > ，方程(4)有一个零根和两个

( )Re 0λ < 的根，此时系统(2)经历不动点分岔； 

(ii) 设 0τ = ，如果(H1)： 0 0 0m n+ = ， ( ) ( ) ( )1 1 2 2 0 0m n m n m n+ + > + ， 2 2 0m n+ > ，则系统(2)的平衡

点在 1E 处是渐近稳定的，并且是局部渐近稳定的。 

定理1：对于方程 ( ) ( ) ( )0 1
m

j jjX t A X t A X t τ
=

′ = + −∑ 其中 nX R∈ ， ( )0jA j m≤ ≤ 是 n n× 常数矩阵。

若特征方 ( ) ( )0 1, det e 0jm
jjf I A A λτλ τ λ −

=
= − − =∑ ， ( )T

1 mτ τ τ=  满足下列条件： 

(i) 方程 ( ), 0 0f λ = 都有负实部的根； 

(ii) ( ), 0f iy τ ≠ ， y R∀ ∈ ， mRτ +∀ ∈ 。 
则方程的所有根具有负实部。 
引理2：如果(H1)成立，设 iω ( 0ω > )是方程(3)的根，当 00 τ τ≤ < 时，则系统(2)的平衡点 1E 是局部渐

近稳定的。这里 

{ }1
0

1
2 1min arccos h hτ τ τ ω− −= =                            (5) 

其中， ( )4 3 2
1 2 2 1 2 0 0 2 1 1 0 0h m n n m n m n m n m nω ω ω ω= − + + + − − ， ( )4 2 2

2 2 1 0 2 02h n n n n nω ω= + − + 。 
证明：将 iω ( 0ω > )代入方程(3)并分离实部与虚部可得 

( ) [ ] [ ]
[ ] ( ) [ ]

3 2
1 2 0 1

2 2
2 0 1 0 2

sin cos ;

sin cos .

m n n n

m m n n n

ω ω ω ωτ ω ωτ

ω ω ωτ ω ωτ

 − = − +


− = + −

                      (6) 

从而解得: 1
2 1cos h hτω −= 。 

取 

{ }1
0

1
2 1min arccos h hτ τ τ ω− −= =                              (7) 

由定理 1 可知，当 0τ τ< 时，特征方程(3)都有 ( )Re 0λ < 的根，因而系统(2)的平衡点在 1E 处是局部渐

近稳定的。 

4. Hopf 分岔的存在性 

设方程(3)的根为 ( ) ( ) ( )iλ τ α τ ω τ= ± ，且满足 ( )0 0α τ = ， ( )0 0ω τ ω= 。 

定理2：如果引理2的条件成立， ( )0 0α τ′ ≠ ，那么当 0τ τ= 时系统(2)在 1E 处产生Hopf分岔， 
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( ) ( )
0

0
d Re

d
L M N

M N
τ τ

λ τ
α τ

τ
=

+ +′ = =
+

，其中， ( )2

0 0 0
3
0nN nω ω−= ， 2 4

01M n ω= ， 

( )( )2
0

4 2 2 2 2
0 0 2 1 2 1 0 2 1 0 23 2 2 2 2L m m n m m m n n nω ω ω= + − − + − − + 。 

证明： 0τ τ= 时，特征方程(3)有一对纯虚根，并且其余的根都是 ( )Re 0λ < 的。将特征方程(3)两边对

τ 求导，整理得
( )d

d
I
J

λ τ
τ

= 。其中， ( ) ( ) ( ) ( )( )2
2 1 0eI n n nτλ τ λ τ λ τ λ τ− + +=  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2
2 1 2 1 2 1 03 2 2 e ( ) e em mJ n n n n nτλ τ τλ τ τλ τλ τ λ τ λ τ τ λ τ λ τ− − −+ + + + − + +=  

将 0τ τ= 带入
( )d

d
λ τ
τ

，并且 ( )0 0α τ = ， ( )0 0ω τ ω= 。 

整理化简得： 

( )
0

d Re
d

L M N
M N

τ τ

λ τ
τ

=

+ +
=

+
 

所以，当 0L M N
M N
+ +

≠
+

时，系统(2)在 0τ τ= 处出现 Hopf 分岔。 

5. Hopf-Zero 分岔的存在性分析 
下面证明系统(2)存在Hopf-Zero分岔。 
将(6)式中的两个方程平方相加，可得将(5)中两个方程平方相加可得 

6 4 2 0p q hω ω ω+ + + =                                  (8) 

其中 2 2
2 1 22p m m n= − − ， 2 2

1 0 2 1 0 22 2q m m m n n n= − − + ， 2 2
0 0h m n= − 。令 2ω η= ，则(8)式化为 

3 2 0p q hη η η+ + + = ，记 ( ) 3 2f p q hη η η η= + + +                      (9) 

引理3：假设条件(H1)及 2 3 0p q− ≤ 成立，则可得以下结论： 

(i) 如果 2 2
0 0m n< ，则当 0τ τ= 时，方程(3)有一对纯虚根 iω± ，且当 [ )00,τ τ∈ 时方程(3)都有 ( )Re 0λ <

的根，其中 0τ 的定义如(7)式。 
(ii) 如果 0 0 0m n+ = ， 2 2 0m n+ > ， 1 1 0m n+ > ，则当 [ )00,τ τ∈ 时，方程(3)除了有一个零根外，其

余根都是 ( )Re 0λ < 的根。 

证明： (i)用反证法证明。如果 2 2
0 0m n≥ 且 2 3 0p q− ≤ ，则方程 (9)没有正实根。由 (9)式可得

( ) 23 2f p qη η η′ = + + 。显然，当 2 3 0p q− ≤ 时，函数 ( )f η 在 [ ]0,∞ 上是单调增加的，所以当 2 2
0 0m n≥ 且

2 3 0p q− ≤ 时，方程(9)没有正实根。所以不失一般性，由定理1及根的连续性可知，如果 2 2
0 0m n< ，则当 0τ τ=

时，方程(3)有一对纯虚根 iω± ，且当 [ )00,τ τ∈ 时方程(3)都具有 ( )Re 0λ < 的根，其中 0τ 的定义如(7)式。 
(ii) 因为 0τ = ， 0 0 0m n+ = ，显然0是方程(3)的根。由引理2可知，此时方程(3)是没有纯虚根的。 

下面可以用反证法证明。令 0 0m n m+ = 。假设有 [ )00,τ τ∗ ∈ ，方程(3)有 ( )Re 0λ > 的根，记为

0 0 0iλ ϕ ψ= + ， 记 ( ) ( ) ( ), , ,m m i mλ τ ϕ τ ψ τ= + 是 方 程 (3) 的 根 ， 并 且 满 足 ( ) 00, 0mϕ τ ϕ∗= = > ，

( ) 00,mψ τ ψ∗= = 。因为 ( ),mϕ τ 关于 m 连续，则存在 1 0k > 当 ( )10,m k∈ 时， ( ), 0mϕ τ ∗ > 。又因为

( )0 00
lim
m

mτ τ
→

= ，有 0 00 δ τ τ ∗< ≤ − ，存在 2 0k > ，如果 ( )20,m k∈ ，则有 ( )0 0 0mτ τ δ− < ，从而可得

( ))00, mτ τ∗ ∈  。取 { }1 2min ,k k k= ，当 ( )0,m k∈ 时， ( ), 0mϕ τ ∗ > 且 ( ))00, mτ τ∗ ∈  。另一方面，由引理2
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可知，当 ( )0,m k∈ 时，方程(3)的根都是 ( )Re 0λ < 的，矛盾。引理3得证。 
定理3：如果 0 0 0m n+ = ， 2 2 0m n+ > ， 1 1 0m n+ > ，那么当 0τ τ= 时，方程(3)除了有一个 0λ = 的根

和一对纯虚根 0iω± 外，其余根都是 ( )Re 0λ < 的。此时系统(2)在平衡点 1E 处经历了Hopf-Zero分岔。 
证明：显然， 0λ = 是方程(3)的根，我们由定理 2 可知， 0iω± 也是方程(3)的根。假设 0τ τ= 时，使得

方程(3)有一个 ( )Re 0λ > 的根，记为 0 0 0iλ ϕ ψ= + 。设 ( ) ( ) ( )iλ τ ϕ τ ψ τ= + 是方程(3)的根，并且满足

( )0 0 0ϕ τ ϕ= > ， ( )0 0ψ τ ψ= 。因此当 0τ τ −
 时，方程(3)有 ( )Re 0λ > 的根，这与引理 3 矛盾。定理 3 得

证。 

6. 数值模拟 
在系统(2)中取 0.2a = ， 0.2b = ， 0.92ω = ， 0.08r = ， 0.06µ = ， 0.5σ = ， 0.02α = ， 0.9β = ， 0.015c = ，

0.5d = ，将这些参数代入 1E ，通过计算可得系统(2)的正平衡点为 ( )1 0.615, 2.075,5.516E = 。若满足(H1)

和 2 2
0 0m n< ，则方程(6)有一个正实根 0 0.027ω = 。再由(9)式可得 0 36τ = ， ( )( )

0

Re 0L M N
M Nτ τ

λ τ
=

+ +′ = >
+

。 

本节主要是对系统(2)通过取不同的τ 值，来研究Hopf分岔，Hopf-Zero分岔以及周期解的稳定性。图

1、图2、图3分别给出了 [ )00,τ τ∈ ， 0τ τ= 和 [ )0 ,τ τ∈ ∞ 时的时间历程图和相图。 
 

 
Figure 1. τ = 12, the time-history graph and phase diagram of the system (2) 
图1. τ = 12时，系统(2)的时间历程图和相图 

 

 
Figure 2. τ = 36, the time-history graph and phase diagram of the system (2) 
图2. τ = 36时,系统(2)的时间历程图和相图 
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Figure 3. τ = 55, the time-history graph and phase diagram of the system (2) 
图3. τ = 55时，系统(2)的时间历程图和相图 

 
(1) 由图 1，可以看出如果病毒感染到发病的周期在 [ )00,τ τ∈ 时， ( )x t ， ( )y t ， ( )z t 随时间的变化

最终趋于稳定，此时系统(2)在平衡点 1E 处是局部渐近稳定的，说明该传染病不会大面积爆发，有可能成

为地方病。 
(2) 由图 2，可以看出如果病毒感染到发病的周期在 0τ τ= 时， ( )x t ， ( )y t ， ( )z t 随时间的变化出现

周期变化，此时系统出现周期解，系统(2)在平衡点 1E 处出现了极限环，并在 1E 点经历了 Hopf 分岔，说

明该传染病可能会发生周期循环变化。 
(3) 由图 3，可以看出如果病毒感染到发病的周期在 [ )0 ,τ τ∈ ∞ 时，系统的相图不稳定，此时系统(2)

的平衡点 1E 是不稳定的，说明该传染病具有敏感性，极小的环境变化都有可能使得该传染病大面积爆发，

或者灭绝。 

7. 小结 

与先前学者们建立的模型相比，本文建立的模型不仅考虑了病毒传染到发病需要时间过程，并且也

考虑了传染的速率呈非线性传染。因此，本文的模型更具有一般性，其动力学性质更能反映传染病的传

播规律。文章首先通过讨论系统(2)在正平衡点的稳定性，并以时滞τ 为参数，得出了系统(2)出现 Hopf
分岔和 Hopf-Zero 分岔的条件。最后，数值模拟验证了理论的正确性。通过模型图像及理论证明知，当

时滞 [ )00,τ τ∈ ，系统(2)在正平衡点 1E 处是渐近稳定的，说明传染病不会大面积的爆发，有可能会成为

地方病；当时滞 0τ τ= ，系统(2)存在周期解，说明了传染病可能会周期循环变化。 
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