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Abstract 
In the present study, the interaction of two non-coplanar cracks in round bars was investigated 
using the superposition finite element method (s-version FEM, S-FEM). The S-FEM, in the frame of 
finite element method, is a global-local overlaying method. The advantage of this method is saving 
the effort in FE modeling for multiple cracks. The virtual crack closure method is used to crack 
stress intensity factors. The interactions of two static cracks were analyzed by changing the rela-
tive distance between the cracks and the crack sizes. The analyses results may provide a reference 
for structure damage evaluation. 
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摘  要 

本文中，利用有限元重合网格法(s-version FEM, S-FEM)研究分析了圆棒表面两个非共面裂纹间的相互作

用。有限元重合网格法是在有限元法的框架中，将整体网格与局部网格叠加的方法。该方法便于建立多

个裂纹的有限元单元网格。利用虚拟裂纹闭合方法计算裂纹前端的应力强度因子。通过改变两个裂纹间

的相对距离和裂纹尺寸等形状空间参数来分析其对应力强度因子的影响。此分析结果能对结构损伤评估

具有一定的参考价值。 
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1. 引言 

螺栓，锚栓和混凝土钢筋等，往往受到腐蚀疲劳的威胁。在腐蚀环境中，结构表面可观察到分布式

裂纹群[1]。分布相近的缺陷易结合形成较大的裂纹，在腐蚀疲劳作用下扩展直到结构断裂失效。两共面

裂缝在扩展过程中，会以临近端接触的方式结合[2]；两个非共面裂缝则不遵循直线裂纹扩展路径，而是

呈现出互相避开的情况[3]。基于实验的结果，学者提出了评价两裂纹的疲劳寿命的近似方法。在 ASME
第 XI 部分和 JSME Nal-2004 都有提出近似评估的流程。在某些特定的情况下，两个裂缝可以重新定性为

一个大型的虚拟裂纹，忽略两个非共面裂缝之间的垂直距离，该虚拟裂纹的深度是两个裂纹的平均深度

或最大深度。因此，两裂纹的相对距离以及几何参数是影响两裂纹扩展的重要因素[4] [5]。 
传统有限元方法在分析裂纹问题时，需要花大量的时间在裂纹单元的建模上。本文采用重合网格法。

该方法是一种在有限元法的框架下，将整体与局部结合的方法。使用有限元重合网格法可以将裂纹看做

从整体结构中独立出来的有限元模型，便于裂纹应力强度因子的计算和扩展模拟[6]。 

2. 有限元重合网格法 

为了提高计算精度，1993 年 J.Fish 尝试在一个有限元网格上局部叠加一层细致的网格单元。这种网

格叠加方法称为 S-version FEM，即重合网格有限元法[7]。之后，J.Fish 应用重合网格对多尺度问题进行

了分析[8]。有限元重合网格法的优点是在大型结构中将有限的计算资源集中于研究于局部的影响，如孔、

夹杂物或裂缝等。 
以一个含有两个裂缝的有限体为例。利用重合网格法，问题域可由三个域来表示，如图 1 所示。 GΩ

是无裂纹的整体区域。 L1Ω 和 L 2Ω 分别是含有裂纹的局部区域。这三个区域由三个独立的有限元单元模

拟，利用统一坐标系统进行数值分析。 
 

 
Figure 1. S-FEM model of a finite body with two cracks 
图 1. 含有两个裂纹的有限体的 S-FEM 模型图 
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当两个裂缝靠近彼此时，这两个局部模型可能会重叠。考虑到这种可能性，关于位移有如下假设： 
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大写上标 G，L1 和 L2 分别表示整体场和两个局部场。为保持整体模型和局部模型之间的连续性，

局部域模型在边界 GL1Γ 和 GL2Γ 上，位移边界条件应分别定义为 L1 0iu = 和 L2 0iu = ，在上。将上述位移定义

带入虚功原理，整理可得到如下矩阵形式： 

{ }
{ }
{ }

{ }
{ }
{ }

G GGG GL1 GL 2

L1G L1L L1L 2 L1 L1

L 2G L 2L1 L 2L 2 L 2 L 2

u fK K K

K K K u f

K K K u f

                              =                                 

                      (2) 

f 是外力和体力之和。刚度矩阵是对称的， L1L 2 L 2L1K K   =   。 
在应用重合网格法计算之后，可以得到裂纹前端单元各节点的位移和反力。利用虚拟裂纹闭合方法

[9]来进行计算分别可以计算出应力强度因子 KI，KII，和 KIII。 

3. 计算模型以及应力强度因子计算验证 

两个裂纹的相互作用影响通过交互因子 λ 来表示，其表达式为： 

I
*
I

K
K

λ =                                        (3) 

IK 是两个裂纹中某一个裂纹的应力强度因子，代表与该裂纹尺寸位置相同的单一裂纹的应力强度因

子。 
如图 2(a)所示，受弯曲应力的圆棒表面含有两个表面裂纹。圆棒直径为 D，裂纹深度为 a，裂纹表面

长度为 s。如图 3(a)所示，裂纹近似于一个半椭圆形与圆棒横截面相交，这个椭圆形半长轴为 b。依据有

限元重合网格法，我们分别建立了三个有限元单元网格，如图 2(b)所示。采用了 20 节点六面体单元。通

过局域网格，在裂纹前沿部分细化了网格，以提高计算精度。裂纹在横截面上的位置可以通过 θ 角度确

定，该旋转角为横断面中心轴和裂纹的几何对称轴之间的夹角。裂尖上各点位置用 α* = α/αw来表示，其

中 α是裂尖上某一点 P 与椭圆形短轴 C 点夹角，αw为裂尖 A 点与 C 点夹角(图 3(b))。 
为了验证本文有限元重合网格法计算的精度，应用该方法与文献中记载的普通有限元法计算结果进

行了对比。文献[10]中，受到弯曲应力作用的圆棒表面含有单一裂纹，裂纹深宽比分别选取 a/b = 0.4，0.6
和 1.0。图 4 分别给出了裂纹最深处和裂纹外表面处的应力强度因子随裂纹深宽比的变化。将 Shiratori
的计算结果和重合网格法的计算结果进行对比，在裂纹最深处，两种方法计算结果基本一致；在表面处，

最大误差也在合理范围内。 

3.1. 相对距离 

首先，我们分析了两个裂纹相对距离的变化对应力强度因子的影响。两个尺寸大小相同的裂纹，分

别改变其水平距离和垂直距离。水平距离定义为两个裂纹临近端的圆周距离与裂纹的表面长度的比值，

即 S/s。垂直距离定义为轴向距离与裂纹深度的比值，即 H/a。 
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(a)                                        (b) 

Figure 2. (a) Two non-coplanar cracks in a round bar under bending and (b) 
finite element models used in the analysis 
图 2. (a) 含有两个表面裂纹的受弯曲应力的圆棒，(b) 有限元单元网格 

 

 
(a)                              (b) 

Figure 3. Geometric parameters definitions for a crack in round bar 
图 3. 圆棒中裂纹的几何参数定义 

 

   
(a)                                                        (b) 

Figure 4. Comparison results of Stress intensity factor between S-FEM and general FEM (a) deepest point (b) surface point 
图 4. 重合网格有限元法和普通有限元的应力强度因子计算比较(a) 单一裂纹深部 (b) 单一裂纹表面 
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1) 只考虑水平距离时，两个裂纹在同一平面内，即 H/a = 0 mm。我们考虑两种情况，第一种，两个

裂纹关于圆棒的中心线对称分布，同时绕 Z 轴转动以改变水平间距 S。第二种情况为，两个裂纹非对称

分布，一个裂纹位置固定，另一个裂纹位置绕轴旋转从而改变 S。第一种对称分布的情况(图 5)，当两个

裂纹近端距离接近于 0 时，交互影响达到最大值，远端 A 和深点 C 的影响也存在但是表现较小。当距离

变大时，在 B 点和 C 点的影响慢慢消失，反而在远端 A 出现了屏蔽效应，即交互因子出现了小于 1.0 的

情况，裂纹 2 对裂纹 1 除了有交互增强的作用外，还存在交互减弱的影响。非对称情况下(图 6)，随着裂

纹间距的扩大，交互增强的影响减弱并趋于常值。 
2) 只考虑垂直距离时，我们计算了水平距离分别为S/s = 0.02 (图7)和S/s = 0.2 (图8)的对称分布情况。

在文献[11]分析中指出，当 H/a 小于 0.8 时平板中的两个裂纹交互效果显著。在本研究中，我们也得到了

类似的规律，如图所示临近端裂尖的增强交互效应在 0 < H/a < 0.8 范围内十分显著。 

3.2. 裂纹尺寸 

我们分析了裂纹尺寸对 K 值的影响。裂纹 1 作为目标裂纹，尺寸固定不变，并且两个裂纹的水平距

离定为 S/s = 1.2。裂纹 2 的深宽比 a/s 固定，同时改变裂纹尺寸 a 和 s。图 9 给出了裂纹 1 的裂纹前端交

互因子变化值。从整体来看，我们可以分析出大裂纹对小裂纹存在明显的交互增强效应，但在裂纹远端

可以发现有交互减弱的趋势。为此，我们进行了进一步分析，裂纹 2 的表面长度 s 不变，改变裂纹深度，

使其分别为 a2 = 1.33a1 和 a2 = 0.67a1，得到了图 10 中最高和最低的交互因子分布曲线。之后，保持裂纹

2 深度不变，只改变裂纹的表面长度 s，使其分别为 1.5s1 和 0.5s1，此时的交互因子分布曲线最靠近当两

个裂纹尺寸大小相同时的交互因子分布曲线(图 10)。因此，我们可以发现：在两个裂纹间距一定的情况

下，改变一个裂纹的表面长度，对另一个裂纹的应力强度因子的分布影响有限，裂纹的深度是两个裂纹

相互影响的主要参数。但是，在图中也观察到了交互减弱的现象，当 s2 = 1.5s1 时，裂纹 1 的远端交互因

子 λ < 1.0。这种交互减弱的原因，我们分析认为是表面很长的裂纹改变了圆棒的应力分布情况，裂纹 2
开口很大时，在裂纹 1 远端一侧形成了压应力。 
 

 
Figure 5. Interaction factor as a function of relative horizontal distance 
(H/a = 0) 
图 5. 交互因子随裂纹水平距离变化(对称分布 H/a = 0) 
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Figure 6. Interaction factor as a function of relative horizontal distance (asymmetric distribution, H/a = 0) 
图 6. 交互因子随裂纹水平距离变化(非对称分布 H/a = 0) 

 

 
Figure 7. Interaction factor as a function of the relative vertical distance (S/s = 0.02) 
图 7. 交互因子随裂纹垂直距离变化(S/s = 0.02) 

 

 
Figure 8. Interaction factor as a function of the relative vertical distance (S/s = 0.2) 
图 8. 交互因子随裂纹垂直距离变化(S/s = 0.2) 
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Figure 9. Variation of interaction factor of Crack 1 with the change in the crack size of Crack 2 (a/s is fixed) 
图 9. 裂纹 1 的交互因子随裂纹 2 尺寸变化而变化 (a/s 固定) 

 

 
Figure 10. Variation of interaction factor of Crack 1 with the change in the crack size of Crack 2 (a is fixed) 
图 10. 裂纹 1 的交互因子随裂纹 2 尺寸变化而变化(a 固定) 

4. 结论 

本文通过有限元重合网格法对圆棒表面两个非共面的裂纹进行了数值分析。通过参数分析得到相互

影响因子与两裂纹的尺寸以及相对距离的关系。相对距离和裂纹尺寸被认为是影响相互作用强度的两个

主要因素。两共面裂纹在圆周距离小于表面长度 60%的情况下相互影响的作用效果显著，可近似为一个

大裂纹。增加垂直距离可能会削弱这种相互作用，两个裂纹需独立进行分析。此外，裂纹深度在相互作

用中产生着主要作用，而裂缝表面长度主要影响裂尖远端。 
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