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Abstract 
Proton Exchange Membrane Fuel Cell (PEMFC) is a complex multi-variable, strongly coupled and 
non-linear system. Accurate modeling method is the basis of its research, and advanced control 
strategy is the key to improving the power generation performance. In recent years, many studies 
have shown that the dynamic processes of PEMFC power generation, such as gas diffusion, heat 
conduction and electrochemical reaction, have fractional order characteristics. In this paper, a 
fractional order state space model of PEMFC is established by combining fractional order theory 
with subspace identification method (SIM). 
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摘  要 

质子交换膜燃料电池(Proton Exchange Membrane Fuel Cell, PEMFC)是一个复杂的多变量、强耦合、非

线性系统，精确的建模方法是对其进行研究的基础，而先进的控制策略则是提高发电性能的关键。近年

来，不少研究表明PEMFC发电过程中的气体扩散、热量传导以及电化学反应等动态过程存在分数阶特性。

为此，本文将分数阶理论与子空间辨识方法(Subspace Identification Method, SIM)相结合，建立PEMFC
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的分数阶状态空间模型。 
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1. 引言 

PEMFC 是一个包括流动、传质、传热和电化学反应等多种物理化学现象的复杂机体，若要对其进行

深入研究，建模是一种直观且快速的手段。根据建模方法划分，PEMFC 模型可分为机理模型和经验模型。

机理模型主要是针对电堆内部的气体、质子、水以及热量分布等进行建模，采用能量守恒方程、传质传

热方程和电化学反应等方程来描述相应参数对 PEMFC 的输出特性的影响。Amphlett [1]提出了 PEMFC
的电化学模型，描述了阴极/阳极气体分压、温度和电流密度对输出电压的影响。朱柳[2]根据能量守衡定

律，考虑了电堆自身的热辐射及欧姆极化的影响，构建了 PEMFC 的热管理模型。Zhang [3]研究了 PEMFC
电堆内部水的气、液两相分布问题，根据质量守恒定律，建立了 PEMFC 的水管理模型。此外，还有不

少学者还考虑了反应物浓度、电堆温度、水、电流密度等因素在二维或者三维空间分布不均对 PEMFC
的影响，建立了更加精确和全面的 PEMFC 模型，但相应的模型也更加复杂[4] [5] [6] [7] [8]。机理建模需

对 PEMFC 系统有大量的先验知识，理解相对复杂，但可以反映电池内部参数变化对输出特性的影响。

机理模型建模过程复杂、模型参数众多且获取难度大，适合对电池性能进行分析，一般不适用于控制。 
近年来已有研究表明，PEMFC 是一个具有分数阶特性的系统，采用整数阶方法对其进行建模往往容

易忽略系统的真实性。为此，Bian [9]和 Qi [10]分别采用分数阶微分方程描述 PEMFC 的气体扩散和热量

耗散过程，仿真表明分数阶模型能更加精确的刻画 PEMFC 的动态过程。张明[11]将分数阶电容理论引入

到 PEMFC 等效电路模型当中，建立了 PEMFC 的分数阶等效电路模型。Table [12]对 PEMFC 电堆进行电

化学阻抗谱测试，实验表明结果表明采用分数阶等效电路模型能更为准确地描述 PEMFC 的阻抗特性。

在针对 PEMFC 分数阶系统辨识方面，胡聪[13]将分数阶子空间辨识方法运用了 PEMFC 系统辨识当中，

并建立了空冷型 PEMFC 的分数阶状态空间模型。文中作者将 PEMFC 的辨识过程分为两步，忽略了系统

系数矩阵和分数阶次之间的相互影响，且对于辨识算法中其他参数的选取过于经验化，没有考虑到全局

参数的最优估计问题。 
综上所述，目前针对 PEMFC 系统的分数阶特性的建模研究较少，且主要集中在机理模型和等效电

路模型，有关于 PEMFC 的分数阶系统辨识建模的研究更是少之又少。因此，本文将在前人研究的基础

上，基于子空间辨识方法，将分数阶理论运用于 PEMFC 系统辨识当中，以获得更好的辨识效果。 

2. PEMFC 概述 

EMFC 单电池结构如图 1 所示，主要由双极板、密封圈和膜电极组件(Membrane Electrodes Assembly，
MEA)构成，其中 MEA 为 PEMFC 的核心部分，包括质子交换膜、阴/阳极催化层和气体扩散层。 

PEMFC 的工作原理实际上是水电解的逆过程，如图 2 所示。氢气经过气体流场注入阳极室，然后通

过气体扩散层到达阳极催化层，在阳极催化剂的作用下，氢气分解为质子和电子，质子穿过交换膜到达 
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Figure 1. Structural schematic diagram of PEMFC single cell 
图 1. PEMFC 单电池结构示意图 

 
阴极，而电子则通过外电路到达阴极，在阴极催化剂作用下和氧气反应生成水，尾气通过排气装置排出。

电极反应方程式如下： 

阳极反应： 2H 2H 2e+ −= +                                       (1) 

阴极反应： +
2 2

12H +2e + O H O
2

− →                                    (2) 

总反应方程式： 2 2 2
1H O H O
2

+ → +热量                                    (3) 

 

 
Figure 2. Working principle diagram of PEMFC 
图 2. PEMFC 工作原理示意图 

 
当外电路连接负载时，电堆输出电压为： 

( )nernst act ohm conE N E V V V= ⋅ − − −                                  (4) 

式中，N 表示电堆中包含的单电池数目， nernstE 为热力学电动势，即单电池开路电压， actV 、 ohmV 和 conV 分

别表示活化电压损耗、欧姆电压损耗以及浓差电压损耗。 

nernstE 可以由下式表示： 

( ) 2 2

1ln ln
2 2 2 2nernst ref H O

G S RTE T T P P
F F F

∆ ∆  = + − + + 
 

                         (5) 

式中， G∆ 为吉布斯自由能， S∆ 为气体摩尔熵，R 和 F 分别表示气体常数和法拉第常数，T 为电堆工作

温度， refT 为参考温度，
2HP 和

2OP 分别表示氢气和氧气分压。 

https://doi.org/10.12677/mos.2019.83015


苏申，戈未平 
 

 

DOI: 10.12677/mos.2019.83015 128 建模与仿真 
 

actV 表示电池电化学反应克服活化对外做功时带来的损耗，可以下式表示： 

21 2 3 4ln lnact OV T T C T iη η η η= + + +                                 (6) 

式中，i 为电堆电流， 1 2 3 4, , ,η η η η 表示和电堆相关的经验系数，
2OC 表示阴极催化层与反应气体交界面的

氧气浓度，可由亨利定律求得： 

( )
2

2 65.08 10 exp 498
O

O

P
C

T
=

× × −
                                  (7) 

ohmV 主要是由单电池等效内阻 cR 引起，满足欧姆定律，可表示为： 

ohm cV i R= ⋅                                            (8) 

cR 是与质子交换膜电阻率、电池材料、结构、工作温度以及湿度等因素相关。 

conV 是在电化学反应中，由于质量传输导致反应物浓度(氢气、氧气、水以及离子等)发生变化而产生

的，其表达式如下： 

max

ln 1con
JV B

J
 

= − × − 
 

                                       (9) 

式中，B 为与电池工况相关的参数，J 为电池平均电流密度， maxJ 为最大电流密度。 
由式(4)可知，电堆输出电压除了与本身的材料及结构等参数相关，同时还与其工作状态，如电流、

温度、湿度、反应物浓度及压力等因素相关。可见，PEMFC 机理建模过程十分复杂，且相关参数获取难

度大。因此，亟需寻找新的适用于 PEMFC 的建模方法。 

3. PEMFC 分数阶子空间建模 

分数阶微积分操作算子 a t
α 定义如下： 

( )

( )
( ) ( )

d , 0
d

1, 0

d , 0
a t

t

a

R
t
R

R

α

α

α

α

α

τ α−


>

= =


<

∫

                                   (10) 

式中，α 为微积分阶次，可以为任意的实数甚至复数， ( )R α 为α 的实部， ,t a 为操作算子的上下线。 
整数阶系统类似，线性定常分数阶系统可分为以下三种：分数阶传递函数、状态空间方程以及微分

方程[10]。分数阶微分方程可描述如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 0
1 0 1 0

n n m m
n m my t a y t a y t b u t b u t b u tα α α β β β− −
− −+ + + = + +            (11) 

式中，分数阶阶次满足 1 0n nα α α−> > > 且 1 0m mβ β β−> > > 。当上式中所有分数阶阶次均为某一常数

的倍数时，则称该系统为同元阶次分数阶系统。若不满足该条件，则称系统为分布阶次系统。 
假设函数 ( )f t 在 0t = 时刻初始值为 0，可以得到 ( )D f tα 的 Laplace 变换： 

( ) ( )f t s F sα α  =                                     (12) 

观察上式可知，其形式与整数阶 Laplace 变换一致，当α 为整数时，分数阶 Laplace 变换则退化为整

数阶的 Laplace 变换。参考式(12)，对式(11)的进行 Laplace 变换形式，可以得到分数阶传递函数形式如下： 

( ) ( )
( )

1

1

1 0

1 0

m m

n n

m m

n

Y s b s b s b
G s

U s s a s a

β β

α α

−

−

−

−

+ + +
= =

+ + +




                           (13) 
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对于多输入多输出系统，可以采用分数阶状态空间方程来描述： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

x t Ax t Bu t
y t Cx t Du t

α = +
 = +

                                  (14) 

式中，0 2α< < ，这里只考虑同元阶次的分数阶系统。 ( )u t 和 ( )y t 分别为输入和输出信号， , , ,A B C D 为

系统系数矩阵。 
分数阶状态空间模型描述如下： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

x t Ax t Bu t w t
y t Cx t Du t v t

α = + +


= + +


                             (15) 

式中，α 为分数阶微分阶次，且满足 0 2α< < ，这里只考虑同元阶次的分数阶系统。 ( ) mu t N∈ 和 ( ) ly t N∈

分别为可测输入和输出，m 和 l 分别为输入和输出维数。 ( ) nw t N∈ 和 ( ) lv t N∈ 称为系统过程噪声和测量

噪声。 n nA N ×∈ ， m nB N ×∈ ， l nC N ×∈ ， l mD N ×∈ 为系统系数矩阵，n 为系统阶次。对式(15)中输出方程

左右两边求α 阶导数，可得： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

y t C x t D u t v t

CAx t CB D u t Cw t v t

α α α α

α α

= ⋅ + ⋅ +

= + + ⋅ + +

   

 
                 (16) 

对上式进行迭代求导，有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2 2

y t CA x t CB D u t C w t v t

CA x t CAB CB D u t CA C w t v t

α α α α α α

α α α α

= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ +

= + + ⋅ + ⋅ + + ⋅ +

     

   
      (17) 

  
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

1 11 2 2

1 12 3

q qq q q

q qq q

y t CA x t CA B CA B D u t

CA CA C w t v t

α αα

α αα

− −− − −

− −− −

= + + ⋅ + + ⋅

+ + ⋅ + + ⋅ +





  

  
          (18) 

将式(16)~(18)改写为矩阵形式，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )Y t x t HU t GW t V t= Γ + + +                        (19) 

式中，q 为正整数，且需满足 q n≥ 。 Γ为广义能观矩阵，H 和 G 为下三角 Toeplitz 矩阵，定义如下： 

( )

( )
( )

( ) ( )

( )

( )
( )

( ) ( )1 1 1

, ,

q q q

u t y tC
u t y tCA

U t Y t

CA u t y t

α α

α α− − −

    
    
    Γ = = =    
    
        

 



 

 

 

2 3 2 3

0 0 0 0 0
0 0 0

,

0q q q q

D
CB D C

H G

CA B CA B D CA CA− − − −

   
   
   = =
   
   
   

 

 

       

 

 

矩阵 ( )W t 和 ( )V t 的构造形式与 ( )U t 类似。 
选取合适的采样时间 sT ，令 , 1, 2k st k T k N= ⋅ =  , ( ) ( )ku k u t= , ( ) ( )ky k y t= ，由式(19)可以得到： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )N N N N NY k X k HU k GW k V k= Γ + + +                        (20) 
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式中 

( ) ( ) ( ) ( )2NX k x k x k x N= +    

( ) ( ) ( ) ( )1NU k U k U k U N= +    

( ) ( ) ( ) ( )1NY k Y k Y k Y N= +    

矩阵 ( )NW k 和 ( )NV k 的构造形式与 ( )NU k 类似。 
由式(19)可知，可测输入和输出信号必须满足 ( )1q α− 阶分数阶可导。但在实际辨识中输入输出数据

很难满足这样的条件，导致后续辨识过程无法进行。为解决此问题，本文引入 Poisson 滤波器对输入输出

数据进行滤波处理。Poisson 矩函数描述如下： 

( )
k

kG s
s
β
λ

 =  + 
                                  (21) 

式中，s 为 Laplace 算子，k 为滤波器阶次，可以理解为 k 个低通滤波器 ( )sβ λ+ 的级联。 ( )kg t 为 ( )kG s
的时域形式，表达式如下： 

( ) ( )( ) ( )
1

1 e
1 !

k
k t

k k
tg t G s

k
λβ

−
− −= =

−
                            (22) 

对运算符 {}M ⋅ 作如下定义： 

( ){ } ( ) ( )kM f t g t f t= ∗                                (23) 

式中， ∗为卷积运算符， ( )f t 为关于时间 t 的函数，根据卷积运算法则和分数阶理论基础有： 

( ){ } ( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( ) ( )1 1
k k kM f t G s s F s s G s F s g t f tα α α α− −= = = ∗                (24) 

上式可以解释为：通过使用运算符 {}M ⋅ 将原本对函数 ( )f t 的α 阶微分转移到对 Poisson 矩函数

( )kg t 的α 阶微分。如此，采用上述方法对输入输出信号进行滤波处理，可以把原本对输入输出数据的

各阶分数阶微分转化为对的 Poisson 矩函数的各阶分数阶微分。对输入数据进行滤波处理可以得到： 

( ){ }

( ){ }
( ){ }

( ) ( ){ }

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )1 11

k k

k k

q qq
k k

M u k g k u k g k u k
M u k g k u k g k u k

M U k

g k u k g k u kM u k

α α α

α αα − −−

  ∗ ∗          ∗ ∗    = = =          ∗ ∗        

 



  

 

        (25) 

由式(19)可知，令 ( )1k q α≥ − ⋅ ，则 Poisson 矩函数 ( )kg t 是可以满足 ( )1q α− ⋅ 可导的。对式(20)进行

整体滤波可得： 

( ){ } ( ){ } ( ){ } ( ){ } ( ){ }N N N N NM Y k M X k HM U k GM W k M V k= Γ + + +             (26) 

式中 

( ){ } ( ){ } ( ){ } ( ){ }1NM U k M U k M U k M U N = +   

矩阵 ( ){ }NM Y k 和 ( ){ }NM X k ， ( ){ }NM W k 和 ( ){ }NM V k 的构造方式与 ( ){ }NM U k 类似。 
分数阶子空间辨识算法流程图如图 3 所示： 
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Figure 3. Flow chart of fractional subspace identifi-
cation algorithm 
图 3. 分数阶子空间辨识算法流程图 

4. 仿真及结果 

在 25˚C室温下，通过图 4 中所示 PEMFC 实验平台，每隔 0.5 s 采集共 750 组电堆正常工作状态下的

数据，其中前 500 组用于模型训练，后 250 组用于模型验证。电堆电流变化周期为 10 s，氢气流量变化

周期为 5 s。输入信号变化曲线如图 5 和图 6 所示： 
 

 
Figure 4. Air-cooled self-humidifying PEMFC experimental platform 
图 4. 空冷自增湿型 PEMFC 实验平台 

4

31

2

5

6

7 8 9

10

1、氢气瓶；2、气路；3、气路开关；4、气压表；5、减压阀

6、流量计（背面）；7、上位机；8、电子负载；9、下位机；10、PEMFC电堆
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Figure 5. Chart of hydrogen flow rate change 
图 5. 氢气流量变化曲线图 

 

 
Figure 6. Current change curve of reactor 
图 6. 电堆电流变化曲线图 

 
在优化过程中令 Hankel 矩阵行数 10q = 、系统阶次 3n = 、离散时间 0.5sT = 。以式(24)为目标函数，

采用 Matlab 自带遗传算法工具箱对辨识过程进行优化，得到最优参数值如下： 0.947α = , 83L = , 10k = , 
14.6λ = , 11.9β = 。图 7 和图 8 为辨识结果与实测数据的对比图： 
从上图可以看出，辨识结果可以很好地跟随实测数据的变化。尤其是输出电压，基本和实测数据保

持吻合，从而证明了分数阶子空间辨识算法的有效性。利用该辨识算法辨识得到 PEMFC 系统的分数阶

状态空间模型如下： 
 

 
Figure 7. Contrast diagram of output voltage results for fractional subspace 
identification 
图 7. 分数阶子空间辨识输出电压结果对比图 
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Figure 8. Contrast diagram of output power results of fractional subspace identifica-
tion 
图 8. 分数阶子空间辨识输出功率结果对比图 
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辨识效果验证将从辨识模型精度和辨识算法运行时间两方面来进行。 
在辨识模型精度方面，将整数阶子空间辨识结果与分数阶子空间辨识结果作对比，两种辨算法所得

模型预测输出效果对比如图 9 和图 10 所示： 
 

 
Figure 9. Contrast diagrams between predicted output voltage and measured data of different 
identification algorithms 
图 9. 不同辨识算法模型预测输出电压与实测数据对比图 
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Figure 10. Contrast diagrams between predicted output power and measured data of differ-
ent identification algorithms 
图 10. 不同辨识算法模型预测输出功率与实测数据对比图 

5. 总结 

本文主要研究了 PEMFC 发电过程的分数阶状态空间模型辨识。首先，介绍分数阶微积分的基本定

义，为本文的分数阶辨识算法提供预备知识；其次，研究并推导了分数阶子空间辨识的基本原理。采用

Poisson 滤波器对输入输出数据进行滤波，将对输入输出数据的分数阶微分转化为对 Poisson 矩函数的微

分；引入短时记忆法，将分数阶微分的迭代求解过程转化为对短时记忆矩阵和增广输入输出矩阵的乘积

运算，减少算法的计算量；利用遗传算法对辨识算法中存在的未知参数进行全局寻优，以获得更好的辨

识效果。最后，结合本文研究对象，建立 PEMFC 系统的分数阶状态空间模型。仿真及实验结果表明，

所提出的辨识算法能有效地提升建模精度。 
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