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摘  要 

针对工业机器人传统示教方法示教效率低、操作难度大的问题，提出了一种演示示教算法，通过人对目

标轨迹的多次演示生成形状复杂且位置精确的示教轨迹。将轨迹中运动状态发生较大变化的点定义为关

键点，使用改进的多尺度曲率积算法和连续隐半马尔可夫模型获取不同示教轨迹特征一致的公共关键点。

以各个公共关键点簇的中心点作为示教轨迹分割点，将形状复杂、不易拟合的轨迹分割成多条结构简单

的子轨迹，利用最小二乘B样条分段拟合曲线以形成最终的示教轨迹。通过实验证明该算法具有良好的

示教精度及易用性。 
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Abstract 
Aiming at the problems of low teaching efficiency and difficult operation in the traditional teach-
ing method of industrial robots, a demonstration teaching algorithm is proposed, which generates 
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a teaching trajectory with complex shape and accurate position through multiple demonstrations 
of the target trajectory by humans. The points in the trajectory with large changes in motion state 
are defined as key points, and the improved multi-scale curvature product algorithm and conti-
nuous hidden semi-Markov model are used to obtain common key points with consistent charac-
teristics in different taught trajectories. Taking the center point of each common key point cluster 
as the teaching trajectory segmentation point, the complex-shaped and difficult-to-fit trajectory is 
divided into simple-shaped sub-trajectories, and the least squares B-spline is used to segmentally 
fit the curve to form the final teaching trajectory. Experiments show that the algorithm has good 
teaching accuracy and ease of use. 
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Robotic Arm Trajectory, Teaching by Demonstration, Key Point Extraction, Continuous  
Hidden Semi-Markov Models 
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1. 引言 

随着人工智能的迅猛发展，工业机器人在生产制造业中的运用越来越广泛，传统的机械臂示教方法

有示教盒示、拖动示教、离线示教。传统方法示教效率低、上手难度大、专业要求高。为解决这一问题

许多位学者提出演示示教的编程方式。演示示教是视觉系统对人的动作进行理解、学习从而自动生成示

教轨迹的过程，具有操作简单、编程效率高等优点，有效地降低机械臂的学习使用成本。 
Caiwei Song等人[1]基于拓扑简化技术以及非极大值抑制提出一种无监督轨迹分割办法，基于HSMM

模型及滑动窗口获取公共关键点。此方法无需设置各种阈值即可提取关键点，不过基于差分法的曲率估

计算法容易受到噪声干扰，使用前向后向算法算取观测值的隐状态容易引入额外的公共关键点[2]。Qiyue 
Wang 等人[3]基于 VR 技术研发出一款人机交互焊接系统。在 VR 系统中通过手柄控制器获取手的运动轨

迹，工控机将示教轨迹转化为机械臂的运动轨迹并控制机械臂完成焊接任务。张宏达[4]开发了一款用示

教笔进行轨迹示教的示教系统，操作者只需手持示教笔画出轨迹即可完成示教，极大地降低轨迹示教的

难度 ，但存在示教精度不高、实用性不足的缺点。 
由于示教产生的轨迹中不仅包含运动数据如位置、速度等，还承载着重要的任务信息，操作者持示

教笔进行多组轨迹示教，这些连续的轨迹点既包含目标轨迹，又包含示教时产生的随机运动，如何从示

教者的多次示教中有效地提取目标轨迹是本文研究的重点。 
本文的主要贡献有：对多尺度曲率积算法进行改进，能有效地抑制噪声对提取关键点的影响。通过

增强曲率较小的弱关键点，改善算法中弱关键点曲率下降、关键点遗漏的情况 2 提出转移状态的概念，

使用连续隐半马尔科夫模型获取所有示教轨迹关键点的转移状态，通过计算转移状态的频率筛选出运动

特征一致的公共关键点[5]。 

2. 关键点提取 

为了提升轨迹拟合精度，需要利用关键点将形状复杂的示教轨迹分割成多段结构简单的轨迹，因此

关键点的选取对拟合轨迹的形状及轨迹精度有至关重要的作用。传统方法中使用轨迹的位置、姿态和速
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度信息提取关键点，不能有效地反映轨迹形状的变化。由于曲线上一点的曲率值与弯曲程度正相关，因

此本文将曲率作为特征点的筛选指标，将一定范围内曲率极大值的点定义为关键点。 
为抑制噪声对提取关键点的影响，常使用高斯核函数对轨迹进行滤波处理，然而采用尺度小的高斯

核函数不能有效地消除噪声。大尺度的高斯核函数虽然能抑制噪声，但会导致轨迹局部特征的消失，从

而丢失真实的关键点。 
张小洪[6]等人提出多尺度曲率积算法 MSCP (Multi Scale Curvature Product)，使用多种尺度的高斯核

函数对轨迹进行滤波，通过求取不同尺度下的曲率积，能有效地增强关键点处曲率，降低噪声的干扰。

具体过程如下所示： 
1) 将轨迹点 P 写成参数 u 的形式： ( ) ( ) ( ) ( )( ), ,P u x u y u z u= 。 
2) 使用标准差大小为σ 的高斯滤波对轨迹进行滤波得到滤波后的轨迹点 ( ),P u σ 。 
3) 根据差分公式求不同尺度下的曲率 ( ), jk u σ 。 

4) 求曲率积： ( ) ( )n
1 , jjF u k u σ
=

=∏ ，将曲率积大于阈值的定义为关键点。 

但 MSCP 未能解决差分法求曲率对噪声的鲁棒性问题以及对轨迹中曲率较小的弱关键点求曲率积会

导致曲率下降、关键点遗漏。 
为解决上述问题，对传统的多尺度曲率积算法做出两点改进。1) 采用第一类切比雪夫多项式拟合当

前及邻域内的点集，使用参数方程的曲率公式代替传统的差分法求曲率。2) 对曲率较小的弱关键点求不

同尺度的曲率和以增强曲率较小处的关键点。实验结果证明本算法的曲率对波动较大的噪声具有一定的

鲁棒性，对曲率较小的弱关键点也有较好的提取效果。 

2.1. 基于切比雪夫多项式的曲率估计 

 
Figure 1. Fitting process of Chebyshev polynomial 
图 1. 切比雪夫多项式的拟合过程 
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为解决差分法求曲率容易受噪声影响的问题，采用切比雪夫多项式拟合当前及邻域内的点集，通过

参数方程的曲率公式求得当前点的曲率。第一类切比雪夫多项式对扰动不敏感、能有效地降低龙格现象

等优点[7]，其拟合过程如图 1 所示。 
设当前轨迹点为 ( ), , ,i i i ip x y z= ，以此点为中心，支持域为 n 的 2n + 1 个点集为：{ }, , , ,i n i i np p p− +� � 。

首先需要对离散曲线进行弦长参数化。得到对应的参数为{ }, ,0 ,, , , ,i n i i nL L L− � � 。由于切比雪夫多项式的

定义域为[−1, 1]，因此需要对参数 ,i jL 进行处理，公式见[6]。弦长参数化后的得到三个点集分别为： 

( ){ }
( ){ }
( ){ }

,

,

,

,

,

,

n

i j i j j n

n

i j i j j n

n

i j i j j n

L x

L y

L z

+ =−

+ =−

+ =−









                                    (1) 

切比雪夫多项式公式为： 

( ) ( )cos arccost , 0KT t k k= ⋅ ≥  

随着基函数个数的增加可以减少切比雪夫多项式的拟合误差，但过多的基函数会增加矩阵求逆的运

算量，降低对噪声的鲁棒性，因此选取 0T ， 1T ， 2T ， 3T 作为曲线拟合的基函数，拟合曲线为： 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

3
0

3
0

3
0

i ii

i ii

i ii

x L T L

y L T L

z L T L
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=

 = ⋅
 = ⋅
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= ⋅

∑
∑
∑

                                 (2) 

使用最小二乘法对系数 , ,α β γ 进行求解，α 相应的最优化问题可以由以下公式表达， ,β γ 与α 类似。 

( )( )2

,, 0arg min i j i jj j
n

n x L xαα +=− ≠
= −∑                            (3) 

( ),0i ix L x=  

求得参数 , ,α β γ 后，可得到相应的参数曲线 ( ) ( ) ( ) ( )( , ,P L x L y L z L= 。则目标点 

( ) ( ) ( ) ( )( ),0 ,0 ,0 ,0, ,i i i iP L x L x L x L= 处的曲率 iC 的绝对值计算公式为： 

( ) ( )
( )

,0 ,0

3

,0

i i
i

i

P L P L
C

P L

×
=

� ��

�
                                (4) 

分别使用差分法和切比雪夫多项式求星型轨迹的曲率，由图 2 可知，采用切比雪夫多项式曲线拟合

求曲率具有对噪声具有更好的鲁棒性。 

2.2. 弱关键点增强 

MSCP 算法对不同尺度下的曲率求乘积可以有效地增强关键点处的曲率，降低噪声点处的曲率，但

是 MSCP 算法对曲率较小的弱关键点(曲率值小于 1)却会产生抑制效果，从而导致关键点的缺失，因此引

入多尺度曲率和的概念，在不同的尺度下，对局部曲率极大值处求和，对局部曲率非极大值处求积，流

程如图 3 所示。 
星型轨迹弱关键点增强前后曲率图及提取效果如图 4 所示。 
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(a) 差分法曲率估计                             (b) 切比雪夫多项式曲率估计 

Figure 2. Comparison of curvature estimation by difference method and Chebyshev polynomial curvature estimation 
图 2. 差分法曲率估计与切比雪夫多项式曲率估计效果对比 

 

 
Figure 3. Weak key point enhancement process 
图 3. 弱关键点增强流程 

3. 公共关键点识别 

由于操作者在示教过程的抖动、不熟练等因素，单次示教往往不能精确的拟合出示教轨迹，本文采

用对同一工作重复示教，通过多条轨迹产生精确的示教轨迹，但不同的示教轨迹的关键点空间位置、数

量以及轨迹点的时间戳都不相同。隐马尔可夫模型(HMM)可以对时间序列建模，对复杂的轨迹也具有较

高的识别精度[8]。但 HMM 模型在同一状态的驻留时间呈指数级下降，这与实际情况不符。而 HSMM 是

隐马尔可夫模型(HMM)的一种扩展形式，与 HMM 最大的不同是 HSMM 加入驻留时间的概念。因此本

文采用连续隐半马尔可夫模型(CHSMM)模型对连续的轨迹点建模，提取所有轨迹中特征一致的公共关键

点[8]。 
CHSMM 的拓扑图如图 5 所示，对于一组观测变量 1 2, , , mO O O� ， 1, , NS S� 是其对应概率最大的隐状

态。1、2、3 对应的是宏观状态，即隐状态没有发生转移。 
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(a) 弱关键点增强前                       (b) 弱关键点增强后 

 
(c) 增强前关键点           (d) 增强后关键点 

Figure 4. Comparison of key point extraction effects of MSCP algorithm before and after key point 
enhancement 
图 4. 关键点增强前后 MSCP 算法关键点提取效果对比 

 

 
Figure 5. Topology of CHSMM 
图 5. CHSMM 的拓扑图 

3.1. CHSMM 的模型初始化 

CHSMM 模型参数可以表示为 ( ), , ,A B pλ π= ，π 是初始状态概率， { }ijA a= 是隐状态间的状态转移

矩阵， ija 指 t 时刻到 t + 1 时刻隐状态从 iS 变成 jS 的概率。B 是输出概率密度函数，用一个多元高斯分布

函数表示每个隐状态的输出概率分布。 p 为状态驻留概率，使用一个单元高斯分布函数描述模型在每个

宏观状态驻留时间的概率分布。CHSMM 模型的隐状态、观测状态的数量与关键点的个数对应。因此将

隐状态及观测状态的数量设为所有演示中关键点数量的最大值[9]。对所有的示教轨迹使中 Baum-Welch
算法进行训练，得到 CHSMM 的参数 λ 。 

3.2. 公共关键点识别 

获得模型参数后，对于每条轨迹的观察序列 1 2, , , tO O O� 使用 Viterbi 算法获取对应隐状态序列[10]。
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由于关键点是运动特征发生变化的点，因此对应的隐状态也会发生改变。为验证关键点是否为公共关键

点，本文提出转移状态T 的概念，以当前关键点 tO 为中心设置邻域为 5 的窗口 [ ]2 1 1 2, , , ,t t t t t tw O O O O O− − + += ，

若 tw 内的隐状态从 iS 变为 jS  (如图 6 所示)，则定义关键点 tO 的转移状态为 ,i jT 。若隐状态没有发生改变

则定义转移状态为 ,i iT 。 
 

 
Figure 6. Definition of transition state ,i jT  

图 6. 转移状态 ,i jT 的定义 

 
根据上述定义，计算每条示教轨迹关键点的转移状态，若该状态也对应其他演示的关键点(同一转移

状态出现的频率阈值为 80%)，则认为此状态对应的关键点为公共关键点。 
在下图中，三次演示产生的关键点的转移状态如图 7 所示，根据定义 2,3T ， 3,4T ，对应的关键点为公

共关键点。 
 

 
Figure 7. Key point transition states generated by three demonstrations 
图 7. 三次演示产生的关键点转移状态 

4. 轨迹生成 

以各公共关键点簇的中心点作为示教轨迹的分割点，形状复杂的轨迹被分割为多条结构简单的子轨

迹。由于三次 B 样条曲线具有灵活的造型性能，曲线连接光滑，计算简便等优点，因此使用三次准均匀

B 样条曲线对各子轨迹进行分段拟合，生成最终的示教轨迹[11]。 
B 样条曲线的定义为： 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
,0

1
, , 1 , 1

1 1

,0

1
0

0 0
0

i i
i

i i k i
i k i k i k

i k i i k i
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i i ki

u u u
N u
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N u N u N u
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+
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 < <
= 

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− −

 =

 = ∑

                        (5) 

其中 ( ),i kN u 表示第 i + 1 条 k 次 B 样条的基函数，此处 k = 3， iC 为控制点。 
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对于每段轨迹采用三次准均匀 B 样条进行拟合，控制点的个数为 4，分别为 0C ， 1C ， 2C ， 3C 。为了

使不同子轨迹在连接处保持连续，故取四重节点作为端点，节点矢量为[0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1]。示意图如图

8 所示。准均匀 B 样条的首尾控制点 0C ， 3C 与轨迹的首尾点重合[12]，因此需要基于最小二乘法求得中

间两个控制点的位置。 
 

 
—拟合曲线；—控制多边形 

Figure 8. Cubic quasi-uniform B-spline 
图 8. 三次准均匀 B 样条 

 
首先使用弦长参数化来估算每个轨迹点的参数 u�，轨迹点与拟合曲线上对应点的距离误差公式为： 

( ) 2

1

n

i i
i

S d Q u
=

 = − ∑ �                                     (6) 

其中： id 是轨迹点的坐标 ( ), ,x y z ， iu 是 id 的参数值。 
通过上文公式 1~7 求得首尾两控制点处的单位切向量 1t 和 2t 。由三次准均匀 B 样条的属性可知，两

个内部控制点在首尾的切向量方向上，与首末控制点的距离分别为 1α ， 2α 。 
控制点间的关系为： 

1 1 1 0C t Cα +=                                      (7) 

2 2 2 3C t Cα +=  

因此，需要求得 1α ， 2α 使得离误差 S 最小，因此误差 S 对参数 1α ， 2α 求导，公式如下 

1

2

0

0

s

s
α

α

∂
=

∂
∂

=
∂

                                       (8) 

通过上述过程确定三次准均匀 B 样条的其余两个控制点 1C 和 2C ，然后根据控制点生成示教轨迹[12]。 

5. 对比验证 

为了对示教算法进行评估，搭建如图 9(a)所示的实验装置。操作员操作示教笔完成半圆柱体的涂漆

工艺的轨迹示教，目标轨迹如图 9(b)所示。kinect 深度相机及视觉系统跟踪示教笔的位置及姿态，示教完

成后通过 ROS 系统驱动六轴机械臂画出示教轨迹以完成轨迹复现[13]。 
图 10 实验零件及目标轨迹本次实验产生五组有效轨迹，分别使用传统的多尺度曲率积算法以及改进

后的多尺度曲率积算法求取当前轨迹的曲率积，通过设置阈值获取关键点，结果如图 10 所示，改进的

MSCP 算法提取关键点的数量和位置都更为精确。 
为了获取所有演示的公共关键点，我们使用 CHSMM 对轨迹进行训练，隐状态数量设置为 12，通过

Viterbi 算法计算每个关键点及其领域的隐状态和转移状态，根据转移状态的出现的频率获取公共关键点。 
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(a) 轨迹获取                                       (b) 目标轨迹 

Figure 9. Teaching trajectory acquisition and target trajectory 
图 9. 示教轨迹获取与目标轨迹 

 

 
(a) MSCP 算法改进前                                (b) MSCP 算法改进后 

Figure 10. Comparison of key point extraction results before and after the improvement of the multi-scale curvature algo-
rithm 
图 10. 多尺度曲率算法改进前后的关键点提取效果对比 

 
本文采用的 CHSMM 提取公共关键点与传统方法使用 CHMM 的提取效果对比如图 11 所示，不同颜色的

轨迹点代表不同示教轨迹。由图 11 可知 CHSMM 提取的公共关键点更集中，无图 11(b)中冗余的、离散

的公共关键点，公共关键点提取效果更佳。 
将公共关键点簇的中心点作为轨迹的分割点以及拟合曲线的起点与终点。利用中心点将复杂轨迹分

割为形状简单的子轨迹，对各段子轨迹采用基于最小二乘法的B样条曲线拟合，得到的示教轨迹如图12(a)
所示。图 12(b)为使用最小二乘 B 样条拟合得到的轨迹。相较于传统方法中仅使用最小二乘 B 样条拟合

整个轨迹，本文拟合轨迹产生的形变较小，与目标轨迹更具一致性。 
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(a) CHSMM 提取的公共关键点                          (b) HMM 提取的公共关键点 

Figure 11. Comparison of common key point extraction effects between CHSMM and CHMM 
图 11. CHSMM 与 CHMM 公共关键点提取效果对比 

 

 
(a) 本文拟合生成的轨迹                       (b) 使用最小二乘 B 样条拟合的轨迹 

Figure 12. Comparison of the generated trajectories 
图 12. 生成的轨迹对比 

6. 结论 

本文提出一种通过演示示教生成复杂轨迹的示教算法，它由关键点提取、公共关键点识别、轨迹拟

合几个部分组成。相较于传统的轨迹生成办法，如最小二乘曲线拟合示教轨迹，本文利用多条示教轨迹

信息，以各个公共关键点簇的中心点作为轨迹分割点，将形状复杂、不易拟合的多条轨迹分割成多条结

构简单的子轨迹，使用三次 B 样条对子轨迹分段拟合。生成的轨迹与目标轨迹具有较高的一致性。 
为了提高轨迹分割的效果，本文对 MSCP 算法进行改进，以切比雪夫多项式的曲率估计代替传统的
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差分法求曲率，增强了算法的噪声鲁棒性。使用弱角点增强算法有效解决了 MSCP 小曲率关键点遗漏的

问题。通过 CHSMM 对轨迹建模，提取所有示教轨迹的公共关键点，相较于传统的 HMM 模型，CHSMM
有效解决了 HMM 同一状态驻留时间呈指数级下降的问题，具有更好的建模精度，提取的公共关键点位

置精度更高，冗余公共关键点数量更少。 
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