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Abstract: Monte Carlo simulations have been performed to study the phase diagram of liquid crystals formed by 
V-shaped molecules with an electric dipole moment. Simulation results show that as the electric dipole moment in-
creases, the Landau point where phase transits directly from the isotropic to the biaxial nematic occurs not only when 
the bend angle is at the tetrahedral angle ( ) but also at other bend angles. In other words, the Landau point 
becomes a Landau line. Besides, the range of the biaxial nematic phase has been immensely expanded, indicating a 
more stable biaxial nematic phase. 
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摘  要：本文采用蒙特卡罗方法研究电偶极矩对 V 型液晶分子系统相变行为的影响。计算结果表明，随着分子

电偶极矩强度的增加，系统的朗道点，即各向同性相到双轴向列相的相变不仅仅发生在当分子夹角为正四面体

角( )时，而是出现了一系列的朗道点，换句话说，朗道点变成了一条朗道线。此外，双轴向列相的范

围明显扩大，从而大大提高双轴向列相出现的概率。 
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1. 引言 

液晶态作为物质的第四态，既具有液体的流动

性，又具有类似晶体的有序性和各向异性。根据形成

的条件不同，液晶可分为热致液晶和溶致液晶，目前

显示器件中应用的都是热致液晶。根据分子排列的形

式和有序性的不同，热致液晶又分为向列相液晶、近

晶相液晶和胆甾相液晶。其中，向列相液晶结构稳定、

粘度较低且工作温度范围较宽，被广泛地应用于光电 

显示器件中。向列相液晶分子通常由长径比很大的棒

状分子组成，由于分子间的相互作用，棒状分子的长

轴可以沿着空间某一方向优先排列(称其为指向矢)，

这种分子只有一个优先排列方向的向列相被称为单

轴向列相(Uniaxial Nematic)，用 表示。如果液晶分

子不是柱状对称的，那么分子就不止有一个优先取向

(主轴)，可能有第二个次优先取向(辅轴)，这种向列相

被称为双轴向列相(Biaxial Nematic)，用

UN

BN 表示。 
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近年来，双轴向列相液晶在快速响应显示器件方

面的应用潜能引起了人们的广泛关注，因为其沿辅轴

转动要比沿主轴翻转节能和快捷得多。实际上，早在

1970 年，IBM 公司的 Freiser[1]就在理论上预测了双轴

向列相的存在。他认为板状液晶分子除了能形成传统

的单轴向列相外，还能形成双轴向列相液晶。此后，

人们对它进行了一系列的理论研究、实验探索以及计

算机模拟。其中，理论方法包括朗道-德热纳理论、平

均场理论、密度泛函理论、分叉分析理论等；实验手

段包括 X 射线衍射技术、核磁共振技术、量热法、偏

振红外吸收和拉曼散射等；而计算模拟方法主要包括

蒙特卡罗和分子动力学模拟。理论研究[2,3]以及计算机

模拟结果[4,5]表明由双轴分子组成的体系其相图将由

四个相组成：两个单轴向列相( )、一个双轴向列相

(
UN

BN )和一个各向同性相( I )。而在实验上，早在 1980

年，Yu 和 Saupe[6]就在溶致液晶中发现了双轴相的存

在。人们致力于寻找热致液晶中的双轴相，但均未得

到证实。 

有人提出通过简单地混合棒状和盘状分子来合

成双轴向列相液晶，然而，理论预测[7]和实验结果[8]

均表明这种混合会导致相分离。甚至用 Freiser 最初提

出的板状分子来合成双轴向列相也未能成功[9]。直到

2004 年，Acharya 等[10]运用 X 射线衍射技术，Madsen

等[11]利用核磁共振技术，才在 V 型分子构成的热致液

晶中明确测出双轴向列相液晶的存在。自此，V 型分

子成了人们热门研究的对象。 

理论研究[12]和计算模拟结果[13]都表明，由 V 型分

子组成的体系的相图仍然由四个相构成，由各向同列

相直接向双轴向列相转变的相变，也就是朗道点发生

在当两棒夹角为 109.47˚的四面体角时，并且双轴向列

相存在的范围很小，只在朗道点附近的小区域内。然

而，实验上成功获得双轴向列相的 V 型分子[10,11]，其

两棒之间的夹角却是 140˚，理论研究跟实验结果相距

甚远，这到底是为什么呢？值得注意的是实验中的 V

型分子沿分子角平分线有一个很大的电偶极矩，这或

许可以说明一些问题，本文的主要工作就是研究电偶

极矩对系统相变行为的影响。 

蒙特卡罗方法是目前最为广泛使用的计算机模

拟方法之一，不仅能用于求解确定性的数学问题，而

且更适合求解随机性问题。特别是在凝聚态物理及其

有关的相变或临界现象的研究中，蒙特卡罗方法更是

发挥了重大的作用。基于此，本文也采用蒙特卡罗方

法研究带有电偶极矩的 V 型液晶分子系统的相变行

为。 

2. 模型及计算 

2.1. 模型 

Lebwohl-Lasher 相互作用势模型[14]已被证实为一

个研究单轴向列相液晶的有用模型，后来，Bates 等

人[13]将该模型进一步推广，提出了研究 V 型液晶分子

系统的双轴模型。由于实验室中的 V 型液晶分子沿着

两臂角平分线上有一个强的电偶极矩，本文基于 Bates

等人提出的双轴模型，引进了电偶极矩–电偶极矩相

互作用能。我们的 V 型分子模型图如图 1 所示，每个

V 型分子由两根一样的刚性长棒(棒 1 和棒 2)组成，两

棒间的夹角是固定的，记为 ；每个分子沿着两臂角

平分线有一个电偶极矩，记为  。每个分子被置于一

个由三个正交向量 ˆ ˆ ˆl,m,n 组成的直角坐标系，称为分

子坐标系。其中，V 型分子处于 平面上， 轴恰

好处于 V 型分子两臂的角平分线上。 

mn m

分子 i 与其最近邻的分子之间的相互作用能为 


6

1

anis dd
i ij

j

U U U


  ij               (1) 

其中，j 是指最近邻的 6 个分子， 是指分子 i 和

的各向异性相互作用能， 是指分子 和 的电偶

极矩–电偶极矩相互作用能。 

anis
ijU j

dd
ijU i j

各向异性相互作用的表达式如下 
 

 n 

m

l 

1 

θ 

μ 

2  

Figure 1. The model of the V-shaped molecule with an electric 
dipole moment 

图 1. 带有电偶极矩的 V 型分子模型图 
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1,2 1,2

cosanis
ij ab

a b

U P 
 

               (2) 我们的模型有三个参数：1) ：V 型分子两臂间

的夹角；2) 

θ

 2
04 ijr3     ：约化电偶极矩–电偶

极矩相互作用强度；3) *
BT k T  ：约化温度。 这里，下标 和 b 分别穷尽分子 i 和 的两个棒；ε是

能量参数，只有当分子 i 和 是最近邻的分子时，它

才不等于零且是个正数；

a j

j

abβ 是指分子 i 中棒 a 和分子

中棒 的夹角；j b    2
2 cos 3cos 1

2.2. 分子的取向表示 

2 P 是二阶勒

让德多项式。 



而电偶极矩–电偶极矩相互作用的表达式写为 

   
2

3
0

3
4

dd
ij i j i ij j ij

ij

U
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    r r


         (3) 

分子的取向是由三个欧拉角 , ,   来定义的，即

在原实验室坐标系上先绕 轴旋转z  ，再绕新 轴旋

转

y

 ，最后绕新 轴旋转z  得到。分子坐标系的三个

轴在实验室坐标系下可以表示为 

 
ˆ ˆ

ˆ , ,

ˆ ˆ

l x

m A y

n z

  

   
      

  
  

其中， 0 是真空介电常数；μ是指电偶极矩的大小，

i 是沿着分子 电偶极矩方向的单位矢量； 是连接

分子 和 质心的约化距离，而 是沿此方向的单位

矢量。 

i ijr

i j ijr

ˆ              (4) 

其中，  , ,A    是转动变换矩阵 

 

 
cos cos cos sin sin sin cos cos cos sin sin cos
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        (5) 

因此，沿着分子两个棒的单位矢量 和 分别可以表示为 1r 2r
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而分子电偶极矩的单位矢量则表示为 

   

   

ˆ

ˆ ˆ0,1,0 , ,

ˆ

ˆ ˆ ˆcos cos sin sin cos sin cos sin cos cos sin sin

x
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有了 V 型分子两棒及其电偶极矩在实验室坐标

系中的表达式(公式(6)~(8))，根据相互作用能的相关

表达式(公式(1)~(3))，我们便可以计算分子之间的相

互作用能。 

2.3. 双轴向列相的序参数 

根据文献[15]，双轴向列相液晶的序参数矩阵元

表示为 

1
3

2
ij

ijS i j                 (4) 

其中， , , ,x y z  
ˆ ˆ ˆ, , ,i j l m n

,i j

是实验室坐标系中的三个直角坐

标轴； 是沿分子坐标系三条主轴方向的单

位矢量；   ,i j是 在 ,  方向的投影，也就是分子

的三条主轴与实验室坐标轴之间各个夹角的方向余

弦； , ij  是 Kronecker 函数；括号 是对确定温度

下的统计平均。 

在模拟的过程中，由于各个分子的取向是随机

的，整个系统的指向矢也是自发取向的。因此，为了

在模拟中能跟踪指向矢的方向，需再定义一个序参数

矩阵元 

1
3

2
iiQ i i                   (5) 

这里， ,  依然是表征实验室坐标系中的三个坐标轴

, ,x y z ；i 可以是分子坐标系中的三个轴 或者是

设置在分子上的轴，之前的研究[13]发现沿着 V 型分子

两臂的轴的序参数矩阵最能反映系统的相变行为，故

我们也选择沿分子双臂方向的轴作为 i 。计算出序参

数矩阵

, ,l m n

ijQ

z

后，还要对其进行对角化处理，可以得

到三个特征向量及对应的特征值。这三个特征值，

，是轴 i 沿着三个方向的有序程度。

我们选取沿

 , ,x yiiQ  

z 轴方向的指向矢为主轴，则最大的序参

数值被标记为 ii
zzQ 。 

这里需要注意的是，在各向同性相中，液晶分子

是杂乱无章的，因此三个序参数的统计平均值为零，

即 ；在单轴向列相中存在一个指向

矢，因此三个序参数中有两个值相等，即

0ii ii ii
xx yy zzQ Q Q  

ii ii
xx yyQ Q   

2ii
zzQ ；而对于双轴向列相，系统有两个轴，因此三

个值都不相等且都不为零，即 。由

此可见，通过计算三个序参数的值，我们可以辨别系

统是处于各向同性相、单轴向列相和双轴向列相中的

哪一个相。 

0ii
zzQ ii ii

xx yyQ Q 

2.4. 蒙特卡罗模拟 

我们采用蒙特卡罗方法对 V 型液晶分子系统进

行计算模拟，具体的步骤如下： 

1) 在具有周期性边界条件且规格大小为 

10 10 10  的立方晶格中，每个格点上放入一个 V 型

液晶分子，液晶分子的初始状态设置为杂乱无章。 

2) 随机选择 1 到 之间的一个液晶分子，根据

公式(1)计算该分子与其最近邻6个分子之间的相互作

用能 ；改变它的取向，重新计算新状态下它与最近

邻 6 个分子之间的相互作用能 ；则改变状态后与改

变状态前的能量差为

310

1U

2U

2 U1U U 

R

 。产生一个介于[0,1]

均匀分布的随机数 ，按照 Metropolis 算法，如果

 exp BU k T R  ，则接受该液晶分子的新取向，反

之保留原状态不变。但不管新取向是否被接受，都称

此过程为一个蒙特卡罗步。重复此过程 次，则称

之为一个蒙特卡罗循环。 

310

3) 从初始温度开始，每个温度先运行 100,000 个

蒙特卡罗循环使系统达到平衡状态，然后再运行

10,000 个蒙特卡罗循环作为样本，对序参数进行统计

平均计算，这样就可以得到某一温度下热平衡状态的

序参数值。改变温度并重复上述步骤，获得序参数与

温度的关系，从而可以分析系统的相变行为。 

3. 结果与讨论 

我们首先讨论 V 型分子不带电偶极矩的情况，对

于不同的分子夹角，序参数矩阵元Q ( , ,x y z  )随

着约化温度的变化关系如图 2 所示。当 95  (图

2(a))，在高温范围  1.2T   ，序参数 

0xx yy zzQ Q Q 

1.2T  

 ，因此，系统是处于无序的各向同

性相；而 当时， 2xx yy zzQ Q Q   ，系统有

一个指向矢，处于单轴向列相。因此，系统只存在一

个各向同性相到向列相  UI N

105

的相变，相变温度为

。当1.2
UI NT 

    时，由图 2(b)可得， UI N 相

变仍然发生当T 时，随着约化温度进一步降低

到 时，

1.2

xx yyQ Q



0.6T   0zzQ   ，系统发生从单轴

向列相到双轴向列相  BNUN  的相变。而当

109.47  时，如图 2(c)所示，系统有且只有个从各

向同性相直接到双轴向列相  BI N 的相变，相变温
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度为 。当1.3
BI NT 

  115  

1.5
UI NT 

 

时，图 2(d)表明系统存在

两个相变，其中， ， 。不同的

分子夹角对应不同的相变温度，由此可见，分子夹角

0.7
U BN NT 
 

 是影响系统相变行为的参数之一。 

当 V 型分子沿两臂角平分线有一个电偶极矩时，

对于较小的电偶极矩，比如 时，不同的分子夹

角，系统序参数矩阵元随着温度的变化关系如图 3 所

示。当

0.5 

95  时(见图 3(a))，跟没有电偶极矩(图 2(a)) 

 

 
Figure 2. Curves of order parameter matrix elements of V-shaped molecule with no electric dipole moment ( ) versus reduced tem-

perature for four different bend angles (a) θ =95˚, (b) θ = 105˚, (c) θ = 109.47˚, (d) θ = 115˚ (
0 

α x, y,z ) 

图 2. 当 V 型分子不带电偶极矩时，对于不同的分子夹角(a) θ = 95˚, (b) θ = 105˚, (c) θ = 109.47˚, (d) θ = 115˚，系统的序参数矩阵元与约化温

度的变化关系( α x, y, z ) 

 

 

Figure 3. Curves of order parameter matrix elements of V-shaped molecule with an electric dipole moment ( ) versus reduced tem-
perature for four different bend angles (a) θ = 95˚, (b) θ = 105˚, (c) θ = 109.47˚, (d) θ = 115˚ 

0.5 

图 3. 当 V 型分子约化电偶极矩强度 时，不同的分子夹角(a) θ = 95˚, (b) θ = 105˚, (c) θ = 109.47˚, (d) θ = 115˚，系统的序参数矩阵元

与约化温度的变化关系 
0.5
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的情况相比，系统不仅仅只有 UI N 相变，还有

的相变。当UN N B 105  

UI NT 
 

时，图 3(b)表示系统仍然

存在两个相变，其中 ， 。再来

看

1.2 1.1
U BN NT 


109.47  的情况，图 3(c)表明系统依然只发生

BI N 相变， 。对于1.4
BI NT 

 115  
T

(图 3(d))，系

统存在两个相变，相变温度分别是 ，

。对比分子不带电偶极矩的情况(图 2)，

我们发现分子电偶极矩–电偶极矩相互作用不仅使

得双轴向列相的相变温度提高，而且使得双轴向列相

在原本不能存在的地方出现，换句话说，分子电偶极

矩使得系统相图中的双轴向列相范围扩大。 

1.5
UI N


 

1.2
U BN NT 
 

增大电偶极矩强度到 1.0  ，那 4 个不同的分子

夹角所对应的序参数矩阵元随约化温度的变化关系

如图 4 所示。我们发现系统的 BI N 相变不仅仅发生

在当 109.47  时(图 4(c))， 105  (图 4(b))以及

(图 4(d))也出现了115  BI N 相变，可见，系统的

朗道点不止一个。此外，系统的 UI N 及 U BN N 相

变温度随着电偶极矩强度的增大而进一步增大，意味

着双轴向列相的范围进一步扩大。 

对于那四个不同的分子夹角，系统的相变温度与

约化电偶极矩强度的变化关系如图 5 所示。当分子夹

角是四面体角，即 109.47  时，图 5(c)表明系统只

存在各向同性相到双轴向列相的相变。刚开始， BI N

相变温度随着电偶极矩强度的增大保持不变，当电偶

极矩强度大到一定值后，相变温度随着电偶极矩强度

的增大而增大。当 105  (图 5(b))和 105  (图 5(d))

时，不管分子有没有电偶极矩或者电偶极矩强度大小

多少，系统始终存在双轴向列相。特别地，当电偶极

矩强度达到临界值后，系统也存在 BI N 相变，并且

其相变温度同样随着电偶极矩强度增大而增大。而对

于 95  的情况，分子没有电偶极矩或者电偶极矩强

度较小时，系统是不存在双轴向列相的。当电偶极矩

强度达到一定值时，系统出现 相变且其相变

温度随着

U  BNN

 的增大而增大，但始终不存 BI N 相变。

对于不同的分子夹角，随着电偶极矩强度的增加，系

统的 UI N 相变温度刚开始保持不变，达到临界值后，

随着 的增大而增大；而 相变温度则始终随

着

U N BN

 的增大而增大。从这里我们也可以得出结论，分

子的电偶极矩–电偶极矩相互作用扩大了双轴向列相

存在的范围，从而提高系统双轴向列相出现的几率。 

对于不同的电偶极矩强度，系统在 V 型分子夹角

 与约化温度T 平面内的相图如图 6 所示。 

当 V 型分子不带电偶极矩时，由图 6(a)可以看出，

系统的相图由四部分组成：一个各向同性相、两个单 
 

 

Figure 4. Curves of order parameter matrix elements of V-shaped molecule with an electric dipole moment ( ) versus reduced tem-
perature for four different bend angles (a) θ = 95˚, (b) θ = 105˚, (c) θ = 109.47˚, (d) θ = 115˚ 

1.0 

图 4. 当 V 型分子约化电偶极矩强度 时，不同的分子夹角(a) θ = 95˚, (b) θ = 105˚, (c) θ = 109.47˚, (d) θ = 115˚，系统的序参数矩阵元

与约化温度的变化关系 

1.0 
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Figure 5. The dependence of the phase transition temperature T   on the reduced electric dipole moment strength  for four different 
bend angles (a) θ = 95˚, (b) θ = 105˚, (c) θ = 109.47˚, (d) θ = 115˚ 



图 5. 不同的分子夹角(a) θ = 95˚, (b) θ = 105˚, (c) θ = 109.47˚, (d) θ = 115˚，系统的相变温度与约化电偶极矩强度的变化关系 
 

 

Figure 6. The phase diagrams of liquid crystals formed by V-shaped molecules as a function of bend angle θ and reduced temperature T   
for four different electric dipole moments (a) 0  ; (b) 0.5  ; (c) 1.0  ; (d)  1.5 

图 6. 当约化电偶极矩强度 为(a) 0; (b) 0.5; (c) 1.0; (d) 1.5 时，系统在分子夹角与约化温度平面内的相图 
 

轴向列相及一个双轴向列相。在低角度区域(θ < 

109.47˚)，随着 的增大，θ UI N 相变温度保持不变，

而 相变温度明显增大。当 增大到109.47˚时，

也就是分子的夹角刚好等于四面体角时，系统发生从

各向同性相到双轴向列相的相变

UN N B θ

 BI N ，该点被称

为朗道点，这和分子场理论的预测结果相符合。随着

的继续增大，θ UI N 相变温度增大，而 U BN N 却

下降。所以，V 型分子夹角过小或过大都不利于形成

双轴向列相。值得一提的是，图中当分子夹角

90 , 95 , 140    时，系统仅仅存在 UI N 相变，也就

是不存在双轴向列相。 

对于较小的电偶极矩强度如 ，由图 6(b)0.5 
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可以看出，和没有电偶极矩(见图 6(a))的情况一样，

系统有且仅有一个朗道点( )。此外，系统

的

109.47  

UI N

U BN N

相变温度也几乎没变。最大的不同是

相变温度明显提高，并且，注意到当 95  
以及 140  处，系统不仅有 UI N

1.0

相变，而且还发

生 相变，而在没有电偶极矩的相图 6(a)中，

系统是不存在双轴向列相的。由此可见，分子电偶极

矩–电偶极矩相互作用明显使得系统双轴向列相的

范围扩大了。 

UN  BN

当电偶极矩强度增大到  ，如图 6(c)所示，

我们发现系统的相图有了明显的变化。朗道点不仅仅

存在于当且仅当分子夹角为四面体角时，对于

101 119   ，系统都有 BI N 相变发生，也就是说，

朗道点变成了一条朗道线。从图中我们还可以看出，

UI N 相变线几乎保持不变，而 相变线进一

步提高。因此我们可以说，强的电偶极矩–电偶极矩

相互作用是通过压缩系统的单轴向列相来扩大双轴

向列相的存在范围。 

UN 

1.5

BN

继续增大电偶极矩到  ，首先，从图 6(d)

可以看出， BI N 相变线明显变长了，从 101  到

127  。其次，在分子夹角 90 140  

U BN N

内，系统都

存在双轴向列相。此外，  相变温度继续提高，

不同的是， UI N 相变温度也提高了。可见，双轴向

列相的范围进一步扩大了，只不过这里的扩大不仅仅

是通过压缩单轴向列相的范围来达到，也通过压缩各

向同性相来获得。 

4. 结论 

本文采用蒙特卡罗方法对带有电偶极矩的 V 型

液晶分子系统进行模拟计算，研究分子电偶极矩对系

统相变行为的影响。计算结果表明，系统将发生从各

向同性相到单轴向列相、单轴向列相到双轴向列相以

及各向同性相到双轴向列相的相变。特别地，随着分

子电偶极矩强度的增加，系统的朗道点，即各向同性

相到双轴向列相的相变不仅仅发生当分子夹角为

109.47˚的正四面体角时，而是出现了一系列的朗道

点，换句话说，朗道点变成了一条朗道线。此外，分

子间的电偶极矩–电偶极矩相互作用不仅明显提高

了系统双轴向列相的相变温度，而且使得双轴向列相 

原 本不存在的地方出现，从而大大提高了双轴向列相

在出现的概率。这或许能解释我们前面提到的为什么

实验结果和理论预测相差甚远的现象。如果事实真是

这样，那么在实验室成功制备出双轴向列相可能就不

那么困难了。 

5. 展望 

本文所研究的 V 型液晶分子是对称的(两个棒一

样)，而 Yelamaggad[16]等人用 X 射线衍射法证实由非

对称 V 型分子也可以形成双轴向列相。因此，我们将

来的研究方向应该是带有电偶极矩的非对称 V 型液

晶系统。此外，液晶对外界的微小作用非常敏感，研

究外场比如电场或磁场等对 V 型液晶分子系统的影

响将具有重大意义。 
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