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Abstract 
The ground binding energy of a hydrogenic impurity in spherical GaAs quantum dots is investi-
gated by using finite difference method. The electron bound in GaAs quantum dots can be viewed 
as a confined parabolic potential to the electron due to the parabolicity in the bottom of the con-
duction band of GaAs material. The results show that the ground binding energy of a hydrogenic 
impurity in spherical GaAs quantum dots closely depends on the radius of quantum dot and the 
parabolic potential parameter related to the conduction band. It is easily found that the ground 
binding energy of a hydrogenic impurity changes considerably with the increasing of the radius of 
quantum dot from a small radius. As the radius of quantum dot attains a certain value, the change 
of the radius of quantum dot has little impact on the ground binding energy of a hydrogenic im-
purity; however, the parabolic potential parameter can considerably change the ground binding 
energy of a hydrogenic impurity for a large of radius of quantum dot. This is the result of the 
coupling and competition between the confining widths of the well potential and parabolic poten-
tial. 
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摘  要 

本文运用有限差分方法研究了球形GaAs量子点中类氢杂质基态束缚能。GaAs材料导带底具有抛物特征，

电子受限于球形GaAs量子点可以看成是受到抛物势场限制。研究结果表明：球形量子点中类氢杂质基态

束缚能与量子点的半径和导带抛物势参数有关。对于小半径量子点，杂质基态束缚能随量子点半径的增

加变化明显，当半径增加到一定时，量子点半径的变化对束缚能影响很小，趋于不变的趋势，但是对于

大半径的量子点，杂质基态束缚能受抛物势参数的影响很大，这是抛物势场限制宽度与量子点阱宽两个

特征长度相互竞争的结果。 
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1. 引言 

量子点是一种三维空间受限的量子结构，量子效应非常明显，如量子尺寸效应，表面效应，库伦阻

塞效应等[1] [2] [3] [4]。量子点有其特殊的物理性质和物理效应，其荧光稳定性，生物相容性，荧光寿命

长等特性可以应用于生物荧光标记，使得量子点在生命科学等领域有广泛的应用。但是在实际应用中很

难避免杂质的掺入，掺入的杂质能够影响量子点的能级结构、电学和光学性能[1] [2] [3] [5]。因此，在量

子点的应用中不得不考虑杂质的影响。 
电子被限制在量子点中，可以看成电子被囚禁在一个无限深的势阱中。而 GaAs 材料导带底具有抛

物特征，电子受限于球形 GaAs 材料可以看成是受到抛物势场限制[6]。因此，早期 Xiao Z 等人[7]利用变

分方法研究了球形量子点中抛物效应对类氢杂质基态束缚能的影响。之后，Varshni Y P 等人[8]提出了一

个简单的波函数来讨论球形量子点中抛物效应对类氢杂质基态束缚能的影响，获得的结果精度明显比

Xiao Z 等人的结果好。本文将利用有限差分方法研究此相关问题[9] [10] [11] [12]。有限差分法就是一种

基于差分原理的数值方法，主要求解思路是：求解偏微分方程时将定解区域离散化，用网格或节点来代

替，然后，将每一处的节点的导数用差商公式近似替代，用泰勒级数展开可以求出节点附近的数值，这

也就相当于把求解连续的偏微分方程的问题转换成求解离散的代数方程的问题。 
有限差分能够给出精度更好的计算结果，并且可以对系统激发态能级加以分析和讨论。本文重点通

过有限差分的方法计算球形量子点中类氢杂质基态束缚能，探讨杂质基态束缚能的影响因素。研究结果

表明：球形量子点中类氢杂质基态能级和束缚能与量子点的半径和导带抛物势参数有关。对于小半径量

子点，束缚能随量子点半径的增加变化明显，当半径增加到一定时，量子点半径的变化对束缚能影响很

小，趋于不变的趋势，但是对于大半径的量子点，杂质基态束缚能受抛物势参数的影响很大。 
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2. 理论推导 

在有效质量框架下，球形量子点中受限电子可以看成受到阱宽为 R 的无限深势阱限制，然而 GaAs
材料导带底具有类似抛物的特征，可以看成受到抛物势场限制。因此，在 GaAs 量子点中心受限类氢杂

质的系统哈密顿算符可以表示为： 

( )
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*m 表示有效电子质量；ε 表示介电常数； pω 是谐振子的频率；是约化普朗克常数； 04πse e ε= 为

约化的电子电量， 0ε 为真空介电常数。在球坐标系下，方程(1)可以满足 

( ) ( ), , , ,, , , ,n l m n l mH r E rθ ϕ θ ϕΨ = Ψ                                 (2) 

其中 ( ) ( ) ( ), , , ,, , ,n l m n l l mr R r Yθ ϕ θ ϕΨ = ， ( ), ,l mY θ ϕ 为球谐函数，量子数 n，l，m 分别表示径向量子数、轨道

量子数和磁量子数。由于系统具有旋转对称性，因此系统能级可以通过轨道量子数 l 进行分类。我们定

义 ( ), ,n l n lR r X r= ，并代入方程(1)和方程(2)，可以得到 ,n lX 满足如下方程， 
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在分析过程中，我们引入无量纲参数。令长度 Br aξ= ， 2 * 2
0 2 BE m a=  ； 2 * 2

Ba m eε= − 为波尔半径，

2 2y BR e aε= 为里德堡能量， 2P yRγ ω=  为抛物势场参数。方程(3)可以简化为 
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令 2
1 0s Be a Eϕ ε= ，

2 2
2 02p Bm a Eϕ ω= ， 2

0 1t h= 和 0E E E= ，我们可以简化方程(4)为 

( )2
21

22 2

1l l
EϕΧ Χ Χ ϕ ξ Χ Χ

ξξ ξ
+∂

− + − + =
∂

                               (5) 

利用有限差分法，对受限量子点区域进行离散化，令 Bh R Ma= ； i ihξ = ，将方程(5)离散化： 
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考虑到边界束缚条件： 0 1 0MΧ Χ += ≡ ，方程(6)可以矩阵化：[ ][ ] [ ]H EΧ Χ=  ，令 
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，我们可以写出[ ]H 的表达式为 
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其中， [ ] [ ]T1 2 3, , , , MΧ Χ Χ Χ Χ=  。 
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对方程(7)进行矩阵对角化，可同时得到系统能级和对应的波函数。至此，将求解能量本征方程的问题

转化求解矩阵的本征值和本征矢的问题。球形量子点中处于中心的类氢杂质基态束缚能可以定义为[7] [8]： 

0bE E E= −                                          (8) 

其中， 0E 为杂质不存在时系统基态能量， E 是系统中杂质基态能量。 

3. 结果与讨论 
在本文中，我们采用波尔半径和里德堡能量作为系统长度和能量单位。对于 GaAs 材料而言，

*
00.067m m= ， 12.9ε = ，因此我们可以计算出 10.19 nmBa = ， 5.478 meVyR = 。本文主要讨论杂质的基

态束缚能，因此，在计算过程中，我们选择 0n = ， 0l = 和 0m = 。 
表 1、表 2 和表 3 分别给出了 γ = 0.2，0.3 和 0.4 时球形量子点中类氢杂质基态束缚能。结果表明和

文献[7] [8]数值计算结果变化趋势是一致的。由以上三个表可以看出，在 γ取值一定时，球形量子点杂质 
 
Table 1. The ground binding energy of the hydrogenic impurity in spherical quantum dots with the parabolic potential γ = 0.2 
表 1. 当 γ = 0.2 时球形量子点中类氢杂质基态束缚能 

R(aB) E0 [7] [8] 

exact 

E0 
有限差分解 

Eb [8] 
exact 

Eb [8] 
eqn(3) error Eb [8] 

eqn(5) error Eb 

有限差分解 误差 

1 9.880910 9.861214 5.152486 5.094034 1.13% 5.121075 0.61% 5.117964 0.67% 

2 2.512514 2.507675 2.732638 2.699487 1.21% 2.727622 0.18% 2.725295 0.27% 

3 1.197094 1.195099 1.982281 1.957590 1.25% 1.979243 0.15% 1.979673 0.13% 

4 0.790637 0.789724 1.670637 1.654711 0.95% 1.668888 0.10% 1.669588 0.06% 

5 0.651425 0.651053 1.545602 1.535990 0.62% 1.545238 0.02% 1.545203 0.03% 

 
Table 2. The ground binding energy of the hydrogenic impurity in spherical quantum dots with the parabolic potential γ = 0.3 
表 2. 当 γ = 0.3 时球形量子点中类氢杂质基态束缚能 

R(aB) E0 [7] [8] 
exact 

E0 
有限差分解 

Eb [8] 
exact 

Eb [8] 
eqn(3) error Eb [8] 

eqn(5) error Eb 

有限差分解 误差 

1 9.895036 9.875369 5.153915 5.095526 1.13% 5.122564 0.61% 5.119445 0.67% 

2 2.568587 2.563858 2.745262 2.712574 1.19% 2.740115 0.19% 2.738099 0.26% 

3 1.319118 1.317347 2.026906 2.003933 1.13% 2.024912 0.10% 2.024611 0.11% 

4 0.989143 0.988526 1.770142 1.756438 0.77% 1.769566 0.03% 1.769440 0.04% 

5 0.911952 0.911813 1.700058 1.690804 0.54% 1.699923 0.00% 1.699905 0.01% 

 
Table 3. The ground binding energy of the hydrogenic impurity in spherical quantum dots with the parabolic potential γ = 0.4 
表 3. 当 γ = 0.4 时球形量子点中类氢杂质基态束缚能 

R(aB) E0 [7] [8] 
exact 

E0 
有限差分解 

Eb [8] 
exact 

Eb [8] 
eqn(3) error Eb [8] 

eqn(5) error Eb 

有限差分解 误差 

1 9.914803 9.895176 5.155917 5.097615 1.13% 5.124655 0.61% 5.121520 0.67% 

2 2.646494 2.641917 2.762897 2.730848 1.16% 2.758183 0.17% 2.755981 0.25% 

3 1.483536 1.482041 2.087713 2.066796 1.00% 2.086372 0.06% 2.085797 0.09% 

4 1.236781 1.236430 1.892868 1.880732 0.64% 1.892510 0.02% 1.892472 0.02% 

5 1.202147 1.202110 1.861207 1.851498 0.52% 1.860523 0.04% 1.861161 0.00% 
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基态束缚能随着 R 的增大而减小，有限差分解误差也在越小。在量子点半径 R 一定时，随着 γ的变大，

杂质基态束缚能在变大，有限差分解误差是在越小。计算过程当中，我们发现有限差分格点数目越多，

计算结果越精确，但是计算时间也更长。这里我们选择 M = 1000，从表中可以看出，计算精确均小于 1%，

计算结果优于文献[7]的结果，略不如文献[8]中的结果。 
图 1 是球形量子点在 γ = 0.0、0.5、1.0、2.0 和 5.0 时的基态束缚能随 R 的变化示意图。从中可以看

出，当 γ 分别是 0.0、0.5、1.0、2.0 和 5.0 时，球形量子点的束缚能都随半径的增大而减小，主要原因在

于随着 R 的增加，量子阱对电子的的限制减弱，导致库伦作用势场减弱，因此束缚能随 R 的增加是减小

的。对于小半径量子点，束缚能随 R 的增加变化明显，当半径增加到一定时，量子点半径的变化对束缚

能影响很小，趋于不变的趋势，主要原因在于量子点半径过大，阱的限制可以忽略不计，此时主要受到

抛物势场限制的原因。此外，我们可以看出对于小半径的量子点，杂质基态束缚能随 γ 的影响不大，但

是对于大半径的量子点而言，杂质基态束缚能随 γ 的影响很大，这是抛物势场限制宽度与量子点阱宽两

个特征长度相互竞争的结果。当量子点的半径 R 很小时，抛物势场限制宽度相对过大，对杂质基态的影

响较小，但是当量子点半径很大时，尤其是抛物势场宽度可以和量子点阱宽相比拟时，抛物势场的影响

不能够忽略，抛物势场能进一步使得电子受限在一个更小的区域，从而使得库伦势场变大，因此我们可

以看到在半径较大时，随着 γ 的增加束缚能是增加的。 
图 2 是球形量子点在 R = 0.2、0.5、1.0、5.0 时杂质基态束缚能随 γ 的变化示意图。从图中可以看出，

当 R 取值太小，比如 R = 0.2、0.5、1.0 时球形量子点杂质基态束缚能随着 γ 变化并不明显，尤其在 R = 0.2、
0.5 其束缚能几乎不随 γ 的变化而变化。当 R = 5.0 时其束缚能随 γ 的变化较为明显，并且随 γ 的增大而增

大。为了解释图 2 中束缚能随 γ 的变化规律，在图 3 中，我们分别给出了量子点半径 R = 0.2，1.0 和 5.0
时，球形量子点中杂质基态径向位置几率分布示意图，其中 γ 分别选择 0.0，5.0 和 10.0。从图 3 中很容

易看出：当量子点半径很小时(R = 0.2)，此时量子点阱宽限制起决定性作用，球形量子点中杂质基态径向 
 

 
Figure 1. Curve: The relation between the ground binding energy of the hydrogenic impurity and 
the radius of spherical quantum dots  
图 1. 球形量子点中杂质基态束缚能与量子点半径的关系示意图 
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Figure 2. Curve: The relation between the ground binding energy of the hydrogenic impurity and the parabolic 
potential parameter 
图 2. 球形量子点中杂质基态束缚能随抛物势参数变化关系示意图 

 

 
Figure 3. Curve: The ground state radial location probability distribution of hydrogenic impurity in spherical quantum dots 
with different radius  
图 3. 不同半径的球形量子点中杂质基态径向位置几率分布示意图 
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位置几率分布随着 γ 的变化几乎是不变的(如图 3(a)~(c))，即使是取较大的 γ 值杂质基态束缚能随着 γ 的变

化也是极其不敏感(如图 2 中 R = 0.2)；但是当量子点半径较大时(R = 5.0)，杂质基态束缚能随 γ 值的增加

在变大，但是随着 γ 值的增加这个变化趋势在减弱(如图 2 中 R = 5.0)。原因是当量子点半径较大，此时量

子点阱宽限制较弱，对电子的束缚较小。一方面，当引入抛物势场后，较小的抛物势场就能够对电子施加

一个额外的阱宽限制，随着抛物势场的增加，这种额外的阱宽限制越是明显，电子被限制在一个更小的区

域，因此束缚能会变大。另一方面，当抛物势场变得很大时，量子点阱宽效应就可以忽略，此时主要受到

抛物势场的限制，电子运动被限制，并向着量子点中心靠近，但是这种趋势随着 γ 值的增加逐渐趋于缓慢

(如图 3(g)~(i))，因此，随着 γ 值逐渐增大，杂质基态束缚能变化逐渐趋于缓慢(如图 2 所示)。 

4. 总结 

本文利用有限差分方法研究 GaAs 球形量子点中心杂质基态束缚能。我们发现量子点尺寸大小和导

带底抛物性对杂质基态束缚能有明显的影响。研究结果表明：在 γ 一定时，GaAs 球形量子点中杂质基态

束缚能随半径的增大而减小，同时随着半径的增大，其束缚能减小趋势越小，最后达到不变。在量子点

半径 R 一定时，杂质基态束缚能随 γ 的增大而有所增大，尤其是对半径较大的量子点，势场参数 γ 的影

响较为明显。从球形量子点中杂质基态径向位置几率分布的图形可以看出，在小半径范围内，由于抛物

势场限制宽度远大于量子点半径，抛物势场的影响可以忽略，量子点阱宽限制起决定性作用，球形量子

点中杂质基态径向位置几率分布几乎不随 γ 的变化而变化。当量子点半径较大时，量子点阱宽对电子的

限制减弱，随着抛物势参数 γ 变大，几率中心位置明显向量子点中心移动，但是随着抛物势参数 γ 的增

大，这种移动趋势逐渐减小。 
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