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摘  要 

以现代量子力学的符号重述了狄拉克–约当表象变换理论，从矩阵力学导出了波动力学的位置和动量算

符，定态薛定谔方程，含时薛定谔方程和波函数玻恩规则。表象变换理论表明矩阵力学、波动力学分别

是能量表象、坐标表象的量子力学，从而实现了矩阵力学和波动力学有机的统一。 
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Abstract 
Using Dirac symbols, we recall Dirac-Jordan transformation, by which the co-ordinate operators, 
momentum operators, Schrödinger equation and wave function’s Born rule are derived from ma-
trix mechanics. The transformation theory shows that matrix mechanics and wave mechanics are, 
respectively, the quantum mechanics of energy representation and co-ordinate representation. 
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The transformation theory naturally unifies matrix mechanics and wave mechanics. 
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1. 引言 

1925 年海森堡，玻恩和约当建立了完整的矩阵力学[1] [2] [3]，1926 年薛定谔建立了波动力学[4] [5] 
[6] [7]，同年泡利，薛定谔，埃卡特都证明了两种力学的等价[8] [9]。虽然两种力学被证明是等价的，但

两者的形式依然迥异。1926 年狄拉克和约当各自独立地建立表象变换理论，实现了矩阵力学和波动力学

有机的统一[10] [11]。表象变换理论是矩阵力学的发展，它认为力学量矩阵的行和列可以是任何两个表象

的参数，行和列不是通常地取分立的值，而是在一定范围内连续变化，矩阵可以从一个表象变换到另一

个表象。现有的国内外量子力学的教材都没有细讲波动力学和矩阵力学的等价，涉及比较多的内容是从

波动力学的基矢构造力学量的矩阵，列出薛定谔方程，算符平均值，本征值方程等矩阵形式。也几乎都

没有讲如何从矩阵力学推导出波动力学的位置、动量、能量算符，定态含时薛定谔方程等基本内容。另

外从矩阵力学到波动力学等价性证明不像从波动力学到矩阵力学等价性证明那么直接，需要把通常矩阵

推广成行或列是连续变化的“矩阵”，还要δ 函数数学知识。现有教材对波动力学和矩阵力学的内在联

系缺乏深刻的认识，为了提高量子力学的教学水平，很有必要将表象变换理论重述成容易读懂的教学文

章。本文以现代量子力学的符号重述了狄拉克–约当表象变换理论，第一部分从矩阵力学导出了波动力

学的位置和动量算符，第二部分导出了定态薛定谔方程，含时薛定谔方程和波函数玻恩规则，第三部分

给出了小结。需要说明的是 a.本文主要参考的是狄拉克的文章，约当的文章非常数学化，非常难懂；狄

拉克的文章非常物理化，逻辑通畅，杨振宁赞誉狄拉克的文章“秋水文章不染尘”；b.本文是用现代量

子力学符号重述狄拉克的文章，而不是原封不动地把狄拉克的文章“重写”一遍，狄拉克的文章跳跃性

很大，而我们无跳跃地完成了狄拉克文章全部理论推导。 

2. 位置、动量算符 

矩阵力学中力学量矩阵应该满足如下四个条件： 
a.量子化条件 r r r rq p p q i− = ，r 表示系统的某个自由度。 

b.任何力学量矩阵 g 的海森堡运动方程
d
d
gi gH Hg
t
= − ，如果 g 显含时间，方程变为 

d
d
g gi i gH Hg
t t

∂
= + −

∂
  。 

c.哈密顿矩阵 H 是对角的。 
d.力学量矩阵是厄米的。 
为了表示表象的普遍性，这里用 rξ 表示广义位置，用 rη 表示广义位置的共轭量–广义动量，显然我

们得到 r r r r iξ µ η ξ− = 。在 ( )ξ 表象中，满足量子化条件的动量算符为 r
r

iη
ξ
∂

= −
∂
 ，即 
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( ) ( ) ( )

( )

1 1 2 2r r r
r

r

i

i

ξ η ξ δ ξ ξ δ ξ ξ δ ξ ξ
ξ

δ ξ ξ
ξ

∂′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′= − − − −
′∂

∂ ′ ′′≡ − −
′∂

  



                    (1) 

不失一般性，只考虑一个自由度来验证动量算符满足量子条件， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

d

d

d

i

i

i

ξ ξη ηξ ξ ξ ξ ξ ξ η ξ ξ η ξ ξ ξ ξ ξ

δ ξ ξ δ ξ ξ
ξ δ ξ ξ ξ δ ξ ξ ξ

ξ ξ

δ ξ ξ δ ξ ξ
ξ δ ξ ξ ξ δ ξ ξ ξ

ξ ξ

ξ δ ξ

′ ′′ ′ ′′′ ′′′ ′′ ′ ′′′ ′′′ ′′ ′′′− =  −  
′′′ ′′ ′ ′′′∂ − ∂ − 

′ ′ ′′′ ′′′ ′′′ ′′ ′′′= − − − − ′′′ ′∂ ∂ 
′′′ ′′ ′ ′′′∂ − ∂ − 

′ ′ ′′′ ′′′ ′′′ ′′ ′′′= − − + − ′′′ ′′′∂ ∂ 

′ ′ ′′= − −

∫

∫

∫





 ( ) ( ) ( )
( )

d
ξ δ ξ ξδ ξ ξ

ξ δ ξ ξ ξ
ξ ξ

 ′′′ ′′′ ′′∂ − ′′′ ′′∂ −  ′ ′ ′′′ ′′′− − ′′′ ′′′∂ ∂  
∫

        (2) 

(2)式插入了单位算符 dI ξ ξ ξ′′′ ′′′ ′′′= ∫ ，使用了力学量算符ξ 、η的厄米性，其中第二项采用了分部

积分.将(2)式第二项展开可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) di
δ ξ ξ

ξ ξη ηξ ξ ξ ξ δ ξ ξ δ ξ ξ δ ξ ξ ξ
ξ
′′′ ′′∂ − 

′ ′′ ′ ′′′ ′ ′′′ ′ ′′′ ′′′ ′′ ′′′− = − − − − − − ′′′∂ 
∫         (3) 

由于 ( ) ( ) 0ξ ξ δ ξ ξ′ ′′′ ′ ′′′− − = ，我们就可以得到 

( )iξ ξη ηξ ξ δ ξ ξ′ ′′ ′ ′′− = −                               (4) 

这个关系正是我们期望的 ( )ξ 表象中量子化条件。 

在 ( )η 表象中，满足量子化条件的位置算符为 iξ
η
∂

=
∂
 ，也能得到量子化条件。事实上 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

d

d

d

i

i

i

η ξη ηξ η η ξ η η η η η η η η ξ η η

δ η η δ η η
η δ η η η δ η η η

η η

δ η η δ η η
η δ η η η δ η η η

η η

δ η η

′ ′′ ′ ′′′ ′′′ ′′ ′ ′′′ ′′′ ′′ ′′′− =  −  
′ ′′′ ′′′ ′′∂ − ∂ − 

′′′ ′′′ ′′ ′ ′ ′′′ ′′′= − − − ′ ′′′∂ ∂ 
′ ′′′ ′′′ ′′∂ − ∂ − 

′′′ ′′′ ′′ ′ ′ ′′′ ′′′= − − − − ′′′ ′′′∂ ∂ 
′∂

′ ′′′= −

∫

∫

∫







( )
( ) ( )

d
η δ η η δ η η

η δ η η η
η η

 ′′ ′′′ ′′−  ′′′ ′′∂ −   ′ ′ ′′′ ′′′− − ′′′ ′′′∂ ∂  
∫

         (5) 

(5)式插入了单位算符 dI η η η′′ ′′′ ′′′= ∫ ，使用了力学量算符ξ 、η的厄米性，其中第一项采用了分部

积分。将(5)式第一项展开可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
di

δ η η
η ξη ηξ η δ η η δ η η η η δ η η η

η
′′′ ′′∂ − 

′ ′′ ′ ′′′ ′′′ ′′ ′′′ ′ ′ ′′′ ′′′− = − − + − − ′′′∂ 
∫          (6) 

由于 ( ) ( ) 0η η δ η η′′′ ′ ′ ′′′− − = ，我们就可以得到 

( )iη ξη ηξ η δ η η′ ′′ ′ ′′− = −                               (7) 

这个关系也是我们期望的 ( )η 表象中量子化条件。 

https://doi.org/10.12677/mp.2021.112003


黄永义，左兆宇 
 

 

DOI: 10.12677/mp.2021.112003 18 现代物理 
 

3. 薛定谔方程、波函数的玻恩规则 

现在考虑两个任意表象：( )ξ 和 ( )α 之间的变换，这两个表象的参数 ,ξ α 没有关联，彼此独立，它们

可以有不同的取值范围，不同的自由度，甚至ξ 取连续的值，而α 去分立的值，或ξ 取分立的值，α 取

连续的值。不失一般性，我们假设ξ 有多个自由度，而α 有一个自由度.此时我们只需要矩阵力学的 a，b
两个条件。在 ( )ξ 表象中动量算符的矩阵元 

( ) ( ) ( )

( )

1 1 2 2r r r
r

r

i

i

ξ η ξ δ ξ ξ δ ξ ξ δ ξ ξ
ξ

δ ξ ξ
ξ

∂′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′= − − − −
′∂

∂ ′ ′′≡ − −
′∂

  



                    (8) 

插入单位算符 1 1 1 2 2 2d d dr r rI ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′= ∫  可得两种表象中动量算符的矩阵元， 

( ) ( ) ( )

( )

1 2

1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 1 1 2 2 2

1 2

1

d d d

d d d

d

r r r

r r r r r

r r
r r

r

r r
r r

r

i

i

i

ξ η α ξ ξ ξ η α

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ η ξ ξ α ξ

δ ξ ξ
δ ξ ξ ξ ξ δ ξ ξ ξ ξ ξ α ξ

ξ

δ ξ ξ
ξ ξ ξ α ξ

ξ

ξ ξ

′ ′ ′ ′ ′ ′≡

′ ′′ ′′ ′′ ′ ′′ ′′ ′′ ′ ′′ ′′ ′ ′′=

′ ′′∂ −
′ ′′ ′′ ′′ ′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′ ′′= − − −

′∂

′ ′′∂ − 
′ ′ ′′ ′ ′′= − − ′′∂ 

′ ′= −

∫

∫

∫

 

 

  

  

 ( )2

1 2

dr r r r
r

r

r r

i i

δ ξ ξ ξ α ξ
ξ

ξ ξ ξ α ξ α
ξ ξ

∂′ ′′ ′′ ′ ′′−
′′∂

′ ′ ′ ′ ′ ′∂ ∂
= − ≡ −

′ ′∂ ∂

∫ 

 

 

         (9) 

倒数第二步用到了分部积分。(9)式中为 ξ α′ ′ 两种表象的变换函数(行和列可能是连续变量的变换

矩阵)。同样的我们得到两种表象中位置算符的矩阵元 

( ) ( ) ( )

1 2

1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2

1 2

d d d

d d d

r r r

r r r r r

r r r r r

r r r

ξ ξ α ξ ξ ξ ξ α

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ α ξ

δ ξ ξ ξ ξ δ ξ ξ ξ ξ ξ δ ξ ξ ξ α ξ

ξ ξ ξ ξ α ξ ξ α

′ ′ ′ ′ ′ ′≡

′ ′′ ′′ ′′ ′ ′′ ′′ ′′ ′ ′′ ′′ ′ ′′=

′ ′′ ′′ ′′ ′ ′′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ ′′ ′ ′′= − − −

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ≡

∫
∫

 

 

 

 

         (10) 

如果 ( ),r rF ξ η 是 rξ 和它们共轭动量 rη 的任何函数，F 函数的两种表象的矩阵元为 

( ), ,r r r
r

F F iξ ξ η α ξ ξ α
ξ

 ∂′ ′ ′ ′ ′= − ′∂ 
                         (11) 

如果 F 在 ( )α 表象是对角矩阵，即 ( ) ( ) ( ),r rF Fα ξ η α α δ α α′ ′′ ′ ′ ′′= − ，式中 ( )F α′ 是单参数α′的

函数。(11)式插入单位算符 dI α α α′′ ′′ ′′= ∫ 可得 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

, , , d

d

r r r r r
r

F i F F

F F

ξ ξ α ξ ξ η α ξ α α ξ η α α
ξ

ξ α α δ α α α α ξ α

 ∂′ ′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′′ ′ ′′− = = ′∂ 
′ ′′ ′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′= − =

∫

∫



          (12) 

(12)式中取 F 函数为系统的哈密顿量 H，广义位置为真实位置，广义动量为动量，就得到了定态薛

定谔方程 

https://doi.org/10.12677/mp.2021.112003


黄永义，左兆宇 
 

 

DOI: 10.12677/mp.2021.112003 19 现代物理 
 

( ),r
r

H q i q H q
q

α α α
 ∂′ ′ ′ ′ ′ ′− = ′∂ 

                           (13) 

由此我们看到薛定谔方程的本征函数就是两个表象的变换函数，该变换函数能将系统的哈密顿矩阵

变换为对角矩阵，其对角元就是系统的能量本征值，其能级指标为α′。 
如果系统的哈密顿量显含时间，则该系统的积分常量，如能量，也会随时间变化。一般情况下哈密 

顿量矩阵不是对角化的，我们可以用算符 i
t
∂
∂
 带换积分常量 ( )H α′ 得到含时薛定谔方程。假设 tq 为 t 时

刻的位置，一组积分常量α 可以表示为位置 q，动量 p 和时间 t 的函数，下面可以证明这个关系

t tq H i q
t

α α∂′ ′ ′ ′=
∂
 成立。 

设 f 为的 tp 和 tq 任何函数， tp 和 tq 不显含时间，并要求α 满足条件
d
d
f f
t t

α α α α∂′ ′′ ′ ′′=
∂

，此

时 f 的海森堡运动方程为
d
d t t
fi fH H f
t
= − 。需要注意的是，三人文章中的海森堡运动方程中哈密顿量是

对角的，很容易通过幺正变换得到一般情况下的海森堡运动方程，此时哈密顿量不要求是对角的。将海

森堡方程两边取两种表象的矩阵元，并插入单位算符 dI α α α′′ ′′ ′′= ∫ 得 

d d d
d d

d

d d

t t t t t

t

t t

f fq fH H f i q i q
t t

i q f
t

i q f i q f
t t

α α α α α α

α α α α

α α α α α α α α

′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′′ ′ ′′− = =

∂′ ′′ ′′ ′ ′′=
∂

∂ ∂′ ′′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′′ ′ ′′= −
∂ ∂

∫

∫

∫ ∫

 



 

         (14) 

(14)式收回单位算符 dI α α α′′ ′′ ′′= ∫ ，再插入单位算符 dt t tI q q q′′ ′′ ′′= ∫ 得 

d d

d d

t t t t t t t t

t t t t t

q fH H f i q f q q q i q f
t t

i q f q q q i q f
t t

α α α α α α

α α α α α

∂ ∂′ ′ ′ ′′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′′ ′ ′′− = −
∂ ∂

∂ ∂′ ′′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′′ ′ ′′= −
∂ ∂

∫ ∫

∫ ∫

 

 

          (15) 

因为 f 为的 tp 和 tq 任何函数， tp 和 tq 不显含时间， t tq f q′ ′′ 也必然不显含时间，因此最后一行的第

一项可以把对时间的偏微分移到积分号里面。另一方面 

d dt t t t t t t t t tq fH H f q f q q H q q H fα α α α α α′ ′ ′ ′′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′′ ′ ′′− = −∫ ∫            (16) 

(16)式与(15)式比较即得 t t tq H i q
t

α α∂′ ′ ′ ′=
∂
 ，去掉角标，即 q H i q

t
α α∂′ ′ ′ ′=

∂
 。消去定态 

薛定谔方程中的积分常量得到含时薛定谔方程，事实上 

( ), ,r r r
r

H q i q q H q p i q
q t

α α α
 ∂ ∂′ ′ ′ ′ ′ ′− = = ∂ ∂ 

                     (17) 

(17)式即含时薛定谔方程。 
如果用 tq 表示坐标 q 在时刻 t 的值，用 tα 表示变量α  (假设是动量 p 和位置 q 的函数，p 和 q 不显

含时间)在时刻 t 的值，将单位算符 dt t tI α α α′ ′ ′= ∫ 插入变换函数 q α′ ′ 得 

0 0 dt t t t tq qα α α α α′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ∫                                (18) 
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波函数的玻恩规则知，展开系数
2

0 0 0t t tα α α α α α′ ′ ′ ′ ′ ′= 代表概率密度。 

4. 小结 

当变换矩阵的行和列可能为连续变量时，通过表象变换就能从矩阵力学推导出定态、含时薛定谔方

程和波函数的玻恩规则，恰当地说波动力学是矩阵力学的自然延伸。当然涉及连续变量时狄拉克δ 函数

是一个不可缺少的数学工具。两种表象的变换函数，即行和列是连续变量的变换矩阵，起到联系矩阵力

学和波动力学的桥梁和纽带作用，它既是矩阵力学中是的变换矩阵，又是波动力学中的波函数。表象变

换理论显示原则上量子力学可以有很多的表象表示，矩阵力学和波动力学也分别是两个特殊的表象：能

量表象和坐标表象的量子力学(波动力学严格说是能量表象和坐标表象变换函数或变换矩阵的量子力学)。
表象变换理论真正实现了矩阵力学和波动力学的有机统一，使我们对量子力学理论框架有一个更高层次

的认识。 
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