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Abstract 
Both the variable precision rough set and graded rough set are the generalized rough set models 
based on indiscernibility relation in single granulation approximate space. In the viewpoint of in-
formation quantitative, the variable precision rough set describes relative quantitative informa-
tion, while graded rough set is used to represent the absolute quantitative information in ap-
proximate space. The multi-granulation approximate space as a generalized approximate space is 
a natural expansion of classical approximation space. In order to study the rough set model that 
include characteristics of variable precision rough set and graded rough set. We combine them 
into a double-quantitative multi-granulation rough set model based on logical disjunct operation. 
Furthermore, the rough set regions and some basic mathematical properties of the proposed 
model are discussed in detail. This research provides a novel approach to knowledge discovery in 
multi-granulation approximate space based on rough set theory. 
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摘  要 

变精度粗糙集和程度粗糙集都是在单粒度近似空间中，基于不可分辨关系的扩展粗糙集模型。从信息量

化角度来说，变精度粗糙集描述了近似空间中的相对量化信息，程度粗糙集则用于对绝对量化信息的表

示中，而多粒度近似空间作为一种广义的近似空间，是对经典近似空间的自然扩张。为了在多粒度近似

空间中研究同时具有信息的相对量化和绝对量化特征的粗糙集模型，本文通过“逻辑或”算子将变精度

粗糙集和程度粗糙集在多粒度近似空间中结合起来，建立了“逻辑或”双量化多粒度粗糙集模型。并对

该模型的粗糙集区域，以及所具有的一些基本数学性质进行了深入的讨论，为多粒度近似空间中基于粗

糙集理论的知识发现，提供了新的研究方法。 
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1. 引言 

20 世纪 80 年代波兰数学家 Pawlak 在经典集合论的基础上，提出了粗糙集理论[1] [2]，对知识的自

动获取、机器学习以及模式识别等多个科学研究领域的发展都起到了积极的推动作用。粗糙集的理论基

础是基于一族等价关系所构成的不可分辨关系对论域的划分，然后利用集合间的包含关系定义了一对近

似算子，再利用近似算子根据已有的知识来近似地逼近未知的概念。该理论将人的智能体现在对事物、

行为、感知等的分类能力上，而不确定性正好可以归属到这对近似集所刻画的边界域里。 
随着研究的不断深入，经典的粗糙集模型已不能有效的解决实际问题。如：现实应用中所采集到数

据往往会到一定的噪声干扰，同时往往会一部分数据缺失等复杂因素。此时再利用不可区分关系建立粗

糙集模型，下近似算子基于集合的严格包含关系，则显得过于苛刻了，为了让下近似算子从原来的严格

包含扩张到具有某种程度意义上的包含，对粗糙集进行量化模型的构建与研究具有较为突出的理论意义

与应用价值[3]。为此，Ziarko 从信息的相对量化角度提出了变精度粗糙集[4]，Yao 从信息的绝对量化角

度定义了程度粗糙集[5]，此外对于变精度和程度粗糙集的扩展模型也受到了广泛的关注[6] [7]。在变精

度粗糙集与程度粗糙集的双量化结合方面，Zhang 做了大量突出的工作[8] [9] [10] [11]，系统性的研究了

一般信息系统的双量化粗糙集模型，Li 等人在 Zhang 的基础上研究了优势关系下变精度与程度“逻辑且”

粗糙模糊集，从而进一步推广了双量化粗糙集模型的应用[12]。 
而从粒计算的角度来看，这些扩展的粗糙集模型的本质仍然是在单一粒度空间多定义的，目标概念

的近似集仍是由单一的二元关系所诱导的粒度空间中的基本信息粒来近似表示的。Qian 等在对决策分析

相关的研究时，指出当多个决策者之间的关系有可能是相互独立的，因而需要采用多个二元关系来进行

目标的近似逼近，并针对性的提出了多粒度粗糙集模型的概念[13] [14]。在多粒度粗糙集的基本框架下，
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一些学者将变精度粗糙集或者程度粗糙集引入进来，将信息的量化思想引入到多粒度近似空间中，其中

Dou 等人提出了可变精度多粒度粗糙集模型[15]，Wu 则研究了程度多粒度粗糙集[16]，在此基础上 Shen
进一步提出了可变程度多粒度粗糙集[17]。而目前的研究中尚没有在多粒度近似空间中，同时考虑信息的

相对量化扩张和绝对量化扩张。 
本文在上述的研究成果基础上，将变精度粗糙集和程度粗糙集这两种不同角度的信息量化扩张模型，

通过“逻辑或”算子在多粒度近似空间中结合起来，建立了多粒度近似空间中的“逻辑或”双量化粗糙

集模型，然后对模型的基本数学性质进行了系统性的讨论，该模型作为一种推广的粗糙集模型，对于基

于粗糙集理论的知识发现、数据挖掘等一定的参考价值。 

2. 预备知识 

本节将简要介绍变精度粗糙集模型，程度粗糙集模型和多粒度粗糙集模型的相关基本知识，为讨论

基于“逻辑或”算子的双量化多粒度粗糙集模型提供必要的理论基础。设四元组 ( ), , ,S U AT V F= 为一个

信息系统，其中 { }1 2, , , nU x x x=  为论域是非空有限对象集， { }1 2, , , mAT a a a=  为属性集，V 为有限值

域， { }| ,
ia iF f U V a AT= → ∈ 是对象关于属性的关系集。对任意的 A AT⊆ 可以得到一个不可分辨关系，

即 ( ) ( ) ( ) ( ){ }, : ,IND A x y U U a A a x a y= ∈ × ∀ ∈ = ，则U 中关于属性 A 所有与 x 具有不可分辨关系 ( )IND A
的对象的集合为 [ ] ( ) ( ){ }, ,Ax y U x y IND A= ∈ ∈ ，即为 x 关于属性集 A 的等价类[6]。 

2.1. 变精度粗糙集模型  

设 S 为一个信息系统，对任意的 X U⊆ ，A AT⊆ ， [ ]( ) [ ] [ ], 1A A Ac x X x X x= − ∩ 称为等价类 [ ]Ax
关于集合 X 的错误分分类率，其中  表示集合的势。设 [ )0,0.5β ∈ 称为可调错误分类水平，1 β− 称为精

度。集合 

[ ]( ){ }: , 1AA X x U c x Xβ β= ∈ < −  

[ ]( ){ }: ,AA X x U c x Xβ β= ∈ ≤  

分别称为 X 依精度为1 β− 的关于属性 A 上、下近似集。若 A X A Xβ β≠ ，则称 X 在精度1 β− 下是关

于 A 粗糙的，否则称 X 是关于 A 精确的。而 A Xβ 是“关于 X 的错误分类率小于1 β− 的等价类”的所有

元素并集， A Xβ 是“关于 X 的错误分类率不大于 β 的等价类”的所有元素的并集[4] [6] [8]。 

2.2. 程度粗糙集模型 

设 S 为一个信息系统，对任意的 X U⊆ ， A AT⊆ ， k  (非负常数)为自然数，集合 

[ ]{ }:k AA X x U x X k= ∈ ∩ >  

[ ] [ ]{ }:k A AA X x U x x X k= ∈ − ∩ ≤  

分别称为 X 的程度为 k 的关于 A 上、下近似集，若 k kA X A X≠ ，称 X 在程度时是关于 A 粗糙的，否

则称为是关于 A 精确的。其中 kA X 是“属于 X 的元素个数多于 k 个等价类”的并集， kA X 是“最多只有

k 个元素不属于 X 的等价类”的集合的并集[5] [6] [8]。 

2.3. 多粒度粗糙集模型 

在粒计算数据分析的方法中，采用一族不可分辨关系来进行目标概念的近似逼近，也就是多粒度粗

糙集模型，其形式上包括乐观多粒度粗糙集和悲观多粒度粗糙集[13] [14]。 
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设 S 为一个信息系统， 1 2, , , mA A A AT⊆ ，任意的 X U⊆ ，X 的乐观多粒度下近似算子 ( )
1

m
O
i

i
A X

=
∑ 与

上近似算子 ( )
1

m
O
i

i
A X

=
∑ 分别定义为： 

( ) [ ] [ ]{ }
11

:
m

m
O
i A A

i
A X x U x X x X

=

= ∈ ⊆ ∨ ∨ ⊆∑   

( ) ( )
1 1

m m
O O
i i

i i
A X A X

= =

=∑ ∑   

其中 X 表示 X 的补集，当上下近似集不等时则称集合 X 是关于粒度 1 2, , , mA A A 乐观粗糙的。从定义

中可以看出，当某个对象属于乐观多粒度下近似时则要求该对象至少有一个粒度上的等价类包含在目标

概念中。与乐观多粒度粗糙集相对应悲观多粒度粗糙集定义如下： 

( ) [ ] [ ]{ }
11

:
m

m
P
i A A

i
A X x U x X x X

=

= ∈ ⊆ ∧ ∧ ⊆∑   

( ) ( )
1 1

m m
P P
i i

i i
A X A X

= =

=∑ ∑   

在该定义中，我们可以看到当某个对象属于悲观多粒度下近似集时，要求该对象在所有粒度上的等

价类都包含在目标概念中，因而悲观多粒度下近似的要求要比乐观多粒度下近似的要求更为严格。 

3. 多粒度近似空间中的“逻辑或”双量化粗糙集模型 

本节我们基于“逻辑或”算子将变精度粗糙集和程度粗糙集结合起来，在多粒度近似空间中建立“逻

辑或”的双量化粗糙集模型。紧接着分从“逻辑或”双量化乐观多粒度粗糙集模型和悲观多粒度粗糙集

模型入手，对所建立的双量化多粒度粗糙集模型的数学性质进行了系统性的讨论。 

3.1. “逻辑或”双量化乐观多粒度粗糙集模型 

定义 3.1.1. 设 S 为一个信息系统，若 1 2, , , mA A A AT⊆ ， [ )0,0.5β ∈ ，k 为非负常数，对任意的 X U⊆ ，

则 X 基于“逻辑或”算子的乐观双量化多粒度下近似算子和上近似算子定义如下： 

( ) [ ]( )( ) [ ] [ ]( )
1 1 1

: ,
j l l

Om

i A A A
i k

m m

j l
A X x U c x X x x X k

β

β
= ∨ = =

  = ∈ ≤ ∨ − ∩ ≤ 
  

∑ ∨ ∨  

( ) ( )
1 1

~ ~
O Om m

i i
i ik k

A X A X
β β= =∨ ∨

=∑ ∑  

称序偶 ( ) ( )
1 1

,
O Om m

i i
i ik k

A X A X
β β= =∨ ∨

 
 
 
 
∑ ∑ 为集合 X 依精度为 β 且程度为 k 的乐观“逻辑或”双量化乐观多 

粒度粗糙集，从下近似的定义我们知道，当某个对象 x 属于逻辑与乐观双量化多粒度下近似集时，要求 x
至少有一个粒度使得 [ ]( ),

jAc x X β≤ ，或者存在一个粒度使得 [ ] [ ]
l lA Ax x X k− ∩ ≤ ，其中粒度 jA 和 lA 可

以相同也可以不相同。根据定义 3.1.1 所定义的近似算子，我们可以给出“逻辑或”双量化乐观多粒度粗

糙集的各个粗糙区域。由于程度粗糙集的下近似集并非一定包含于上近似集，因此我们分别定义正域、

负域、上边界域、下边界域如下： 
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1) ( ) ( ) ( )
1 1 1

Om
i

i k

O Om m

i iA
i ik k

Pos X A X A X
β β β= ∨ = =∨ ∨

∑
= ∩∑ ∑  

2) ( ) ( ) ( )
1 1 1

Om
i

i k

O Om m

i iA
i ik k

Neg X A X A X
β β β= ∨ = =∨ ∨

∑

 
 = ∪
 
 
∑ ∑

 

3) ( ) ( ) ( )
1 1 1

Om
i

i k

O Om m

i iA
i ik k

Ubn X A X A X
β β β= ∨ = =∨ ∨

∑
= −∑ ∑  

4) ( ) ( ) ( )
1 1 1

Om
i

i k

O Om m

i iA
i ik k

Lbn X A X A X
β β β= ∨ = =∨ ∨

∑
= −∑ ∑  

5) ( ) ( ) ( )
1 1 1

Om
i

i k

O Om m

i iA
i ik k

Bn X A X A X
β β β= ∨ = =∨ ∨

∑
= ∆∑ ∑  

为了便于书写，我们一般将上述粗糙集区域进行简写，如正域简记为 ( )O
kPos X β∨
。其中“ ∆”表示

集合的对称差运算，故 ( ) ( ) ( )O O O
k k kBn X Lbn X Ubn Xβ β β∨ ∨ ∨
= ∪ ，接下来将对“逻辑或”双量化乐观多粒度

粗糙集模型的性质进行研究。 
定理 3.1.1. 设 S 为一个信息系统，若 1 2, , , mA A A AT⊆ ， [ )0,0.5β ∈ ，k 为非负常数，对任意的 X U⊆ ，

则关于 X 的“逻辑或”双量化乐观多粒度上近似集，有 

( ) [ ]( )( ) [ ]( )
1 1 1

: , 1
j l

Om

i A A
i k

m m

j l
A X x U c x X x X k

β

β
= ∨ = =

  = ∈ < − ∧ ∩ > 
  

∑ ∧ ∧  

证明：由定义 3.1.1 知 

( ) ( )

[ ] [ ]( ) [ ]( )( )
[ ]( )( ) [ ] [ ]( )

1 1

1 1

1 1

~ ~

: ,

: ,

l l j

j l l

O Om m

i i
i ik k

A A A

A A A

m m

l j

m m

j l

A X A X

x U x x X k c x X

x U c x X x x X k

β β

β

β

= =∨ ∨

= =

= =

=

  = ∈ − ∩ ≤ ∨ ≤ 
  

  ∈ > ∧ − ∩ > 
 

=


∑ ∑

∨ ∨

∧ ∧

  

 

 

[ ]

[ ]
[ ] [ ]( )

[ ]

[ ]
[ ]

[ ]( )( ) [ ]( )

1 1

1 1

1 1

:

:

: 1

1

,

j

l l

j

j

l

j

j l

A

A A

A

A

A

A

A A

m m

j l

m m

j l

m m

j l

x
x U x x X k

x

x
x U x X k

x

x U c x X x X k

X

X

β

β

β

= =

= =

= =

 
 

∈ > ∧ − ∩ > 
 
 
 

 ∩ 
= − 

 
 

∩ 
   

∈ > ∧ ∩ >   
   

  
  ∈ < − ∧ ∩ > 
 

=

=


∧ ∧

∧ ∧

∧ ∧





 

由定理 3.1.1 可知，对象 x 属于“逻辑或”双量化乐观多粒度上近似集时，意味着关于所有粒度满足

[ ]( ), 1
jAc x X β< − 且 [ ]

lAx X k∩ > 成立。 

定理 3.1.2. 设 S 为一个信息系统，若 1 2, , , mA A A AT⊆ ， [ )0,0.5β ∈ ， k 为非负常数，对任意的
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,X Y U⊆ ，则“逻辑或”双量化乐观多粒度近似算子有如下性质成立。 

1) ( )
1

Om

i
i k

A U U
β= ∨

=∑ ； 

2) ( )
1

Om

i
i k

A
β

φ φ
= ∨

=∑ ； 

3) ( ) ( ) ( )
1 1 1

O O Om m m

i i i
i i ik k k

A X Y A X A Y
β β β= = =∨ ∨ ∨

∩ ⊆ ∩∑ ∑ ∑ ； 

4) ( ) ( ) ( )
1 1 1

O O Om m m

i i i
i i ik k k

A X Y A X A Y
β β β= = =∨ ∨ ∨

∪ ⊇ ∪∑ ∑ ∑ ； 

5) ( ) ( ) ( )
1 1 1

O O Om m m

i i i
i i ik k k

A X Y A X A Y
β β β= = =∨ ∨ ∨

∩ ⊆ ∩∑ ∑ ∑ ； 

6) ( ) ( ) ( )
1 1 1

O O Om m m

i i i
i i ik k k

A X Y A X A Y
β β β= = =∨ ∨ ∨

∪ ⊇ ∪∑ ∑ ∑ ； 

7) 若 1 2k k≤ ，则 ( ) ( )
1 21 1

O Om m

i i
i ik k

A X A X
β β= =∨ ∨

⊆∑ ∑ ， ( ) ( )
2 11 1

O Om m

i i
i ik k

A X A X
β β= =∧ ∧

⊆∑ ∑ ； 

8) 若 [ )1 2 0,0.5β β≤ ∈ ，则 ( ) ( )
1 21 1

O Om m

i i
i ik k

A X A X
β β= =∨ ∨

⊆∑ ∑ ， ( ) ( )
2 11 1

O Om m

i i
i ik k

A X A X
β β= =∨ ∨

⊆∑ ∑ 。 

证明：(1)和(2)由定义 3.1.1 易证。 

3) 对任意的 ( )
1

Om

i
i k

x A X Y
β= ∨

∈ ∩∑ ，由定义 3.1.1 可知存在粒度 ,j lA A 使得 [ ]( ),
jAc x X Y β∩ ≤ 或者

[ ] [ ] ( )
l lA Ax x X Y k− ∩ ∩ ≤ ，其中 jA 与 lA 无关。又因为对任意的 ,X Y U⊆ 有， 

[ ]( ) [ ]( ), ,
j jA Ac x X c x X Y β≤ ∩ ≤ 或者 [ ] [ ] [ ] [ ] ( )

l l l lA A A Ax x X x x X Y k− ∩ ≤ − ∩ ∩ ≤ ，也就是有 

( )
1

Om

i
i k

x A X
β= ∨

∈∑ ，同理可得 ( )
1

Om

i
i k

x A Y
β= ∨

∈∑ 。所以 ( ) ( )
1 1

O Om m

i i
i ik k

x A X A Y
β β= =∨ ∨

∈ ∩∑ ∑ ，即 

( ) ( ) ( )
1 1 1

O O Om m m

i i i
i i ik k k

A X Y A X A Y
β β β= = =∨ ∨ ∨

∩ ⊆ ∩∑ ∑ ∑ 。 

4) 任取 ( ) ( )
1 1

O Om m

i i
i ik k

x A X A Y
β β= =∨ ∨

 
 ∈ ∪
 
 
∑ ∑ ，若 ( )

1

Om

i
i k

x A X
β= ∨

∈∑ 有 [ ]( ),
jAc x X β≤ 或者 

[ ] [ ]
l lA Ax x X k− ∩ ≤ ，任Y U⊆ ， [ ]( ) [ ]( ), ,

j jA Ac x X Y c x X β∪ ≤ ≤ ，或者 

[ ] [ ] ( ) [ ] [ ]
l l l lA A A Ax x X Y x x X k− ∩ ∪ ≤ − ∩ ≤ ，则有 ( )

1

Om

i
i k

x A X Y
β= ∨

∈ ∪∑ 当 ( )
1

Om

i
i k

x A Y
β= ∨

∈∑ 有 

( )
1

Om

i
i k

x A X Y
β= ∨

∈ ∪∑ ，则 ( ) ( ) ( )
1 1 1

O O Om m m

i i i
i i ik k k

A X Y A X A Y
β β β= = =∨ ∨ ∨

∪ ⊇ ∪∑ ∑ ∑ 。 

5) 任取 ( )
1

Om

i
i k

x A X Y
β= ∨

∈ ∩∑ ，由定理 3.1.1 知对任意的粒度 ,j lA A ，有 [ ]( ), 1
jAc x X Y β∩ < − 且
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[ ] ( )
lAx X Y k∩ ∩ > ，又 [ ]( ) [ ]( ), 1,

j jA Ac x X c x X Y β≤ ∩ < − ，同时 [ ] [ ] ( )
l lA Ax X x X Y k∩ ≥ ∩ ∩ > ，所以

有 ( )
1

Om

i
i k

x A X
β= ∨

∈∑ ，同理可得 ( )
1

Om

i
i k

x A Y
β= ∨

∈∑ 也同时成立，因此(5)得证。 

6) 由定义 3.1.1 可知，上下近似算子之间存在对偶性，因此由(5)的证明可知(6)也成立。 

7) 不妨任取 ( )
11

Om

i
i k

Xx A
β= ∨

∈∑ ，由定义知存在粒度 jA 和 lA ，使得 [ ]( ),
jAc x X β≤ 或者 

[ ] [ ] 1l lA Ax x X k− ∩ ≤ ，又因 1 2k k≤ ，故 [ ] [ ] 2l lA Ax x X k− ∩ ≤ ，则 ( )
21

Om

i
i k

Xx A
β= ∨

∈∑ ，也即是 

( ) ( )
1 21 1

O Om m

i i
i ik k

A X A X
β β= =∨ ∨

⊆∑ ∑ 。那么可以得 ( ) ( )
1 21 1

O Om m

i i
i ik k

A X A X
β β= =∨ ∨

⊆∑ ∑  ，那么 

( ) ( )
1 21 1

O Om m

i i
i ik k

A X A X
β β= =∨ ∨

⊇∑ ∑    ，由定义可知 ( ) ( )
2 11 1

O Om m

i i
i ik k

A X A X
β β= =∨ ∨

⊆∑ ∑ 。 

8) 对任意的 ( )
11

Om

i
i k

x A X
β= ∨

∈∑ ，有 [ ]( ) 1,
jAc x X β≤ 或者 [ ] [ ]

l lA Ax x X k− ∩ ≤ ，而 1 2β β≤ ，则 

[ ]( ) 1 2,
jAc x X β β≤ ≤ ，所以有 ( )

21

Om

i
i k

x A X
β= ∨

∈∑ ，即 ( ) ( )
1 21 1

O Om m

i i
i ik k

A X A X
β β= =∨ ∨

⊆∑ ∑ 。与(7)类似，利用上下近

似算子间的对偶性可直接得到 ( ) ( )
2 11 1

O Om m

i i
i ik k

A X A X
β β= =∨ ∨

⊆∑ ∑ 。 

3.2. “逻辑或”双量化悲观多粒度粗糙集模型 

接下来，我们将用类似于上一节的方法，对“逻辑或”双量化悲观多粒度粗糙集模型进行研究。 
定义 3.2.1. 设 S 为一个信息系统，若 1 2, , , mA A A AT⊆ ， [ )0,0.5β ∈ 为非负常数，对任意的 X U⊆ ，

则 X 基于“逻辑或”算子的悲观双量化多粒度下近似算子和上近似算子分别定义如下： 

( ) [ ]( )( ) [ ] [ ]( )
1 1 1

: ,
l lj

Pm

i A A A
i k

m m

j l
A X x U c x X x x X k

β

β
= ∨ = =

  = ∈ ≤ ∨ − ∩ ≤ 
  

∑ ∧ ∧  

( ) ( )
1 1

~ ~
P Pm m

i i
i ik k

A X A X
β β= =∨ ∨

=∑ ∑  

称序偶 ( ) ( )
1 1

,
P Pm m

i i
i ik k

A X A X
β β= =∨ ∨

 
 
 
 
∑ ∑ 为集合 X 依精度为 β 、程度为 k 的“逻辑或”双量化悲观多粒度 

粗糙集，从下近似的定义我们知道，当某个对象 x 属于“逻辑或”双量化悲观多粒度下近似集时，要求 x

对所有的粒度有 [ ]( ),
jAc x X β≤ ，或者 [ ] [ ]

l lA Ax x X k− ∩ ≤ ，即对任意的 , , , 1, 2, ,j lA A AT j l m⊆ =  满足

条件。“逻辑或”双量化悲观多粒度粗糙集模型中对于粗糙集区域的定义方法与 3.1 节中类似。 
定理 3.2.1. 设 S 为一个信息系统，若 1 2, , , mA A A AT⊆ ， [ )0,0.5β ∈ ，k 为非负常数，对任意的 X U⊆ ，

则关于 X 的悲观逻辑与双量化上近似集，有 

( ) [ ]( )( ) [ ]( )
1 1 1

: , 1
j l

Pm

i A A
i k

m m

j l
A X x U c x X x X k

β

β
= ∨ = =

  = ∈ < − ∩ > 
  

∧∑ ∨ ∨  
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证明：由定义 3.2.1 并结合定理 3.1.1 的证明过程易证。 
由定理 3.2.1 可知，对象 x 属于“逻辑或”双量化悲观多粒度上近似集时，意味着至少存在一个粒度

jA 使得 [ ]( ), 1
jAc x X β< − ，且至少存在一个粒度 lA 使得 [ ]

lAx X k∩ > 成立，其中粒度 jA 和 lA 无关。 
定理 3.2.2. 设 S 为一个信息系统，若 1 2, , , mA A A AT⊆ ， [ )0,0.5β ∈ ， k 为非负常数，对任意的

,X Y U⊆ ，则关于“逻辑或”双量化悲观多粒度近似算子有如下性质成立。 

1) ( )
1

Pm

i
i k

A U U
β= ∨

=∑  

2) ( )
1

Pm

i
i k

A
β

φ φ
= ∨

=∑  

3) ( ) ( ) ( )
1 1 1

P P Pm m m

i i i
i i ik k k

A X Y A X A Y
β β β= = =∨ ∨ ∨

∩ ⊆ ∩∑ ∑ ∑  

4) ( ) ( ) ( )
1 1 1

P P Pm m m

i i i
i i ik k k

A X Y A X A Y
β β β= = =∨ ∨ ∨

∪ ⊇ ∪∑ ∑ ∑  

5) ( ) ( ) ( )
1 1 1

P P Pm m m

i i i
i i ik k k

A X Y A X A Y
β β β= = =∨ ∨ ∨

∩ ⊆ ∩∑ ∑ ∑  

6) ( ) ( ) ( )
1 1 1

P P Pm m m

i i i
i i ik k k

A X Y A X A Y
β β β= = =∨ ∨ ∨

∪ ⊇ ∪∑ ∑ ∑  

7) 若 1 2k k≤ ，则 ( ) ( )
1 21 1

P Pm m

i i
i ik k

A X A X
β β= =∨ ∨

⊆∑ ∑ ， ( ) ( )
2 11 1

P Pm m

i i
i ik k

A X A X
β β= =∨ ∨

⊆∑ ∑  

8) 若 1 2β β≤ ，则 ( ) ( )
1 21 1

P Pm m

i i
i ik k

A X A X
β β= =∨ ∨

⊆∑ ∑ ， ( ) ( )
2 11 1

P Pm m

i i
i ik k

A X A X
β β= =∨ ∨

⊆∑ ∑  

证明：可参照定理 3.1.2 的证明过程。 

4. 案例分析  

例 4.1. 设 S 为一个信息系统，表示某地产公司项目投资的示例，数据采集如表 1 所示。其中，对象

集 { }1 2 10, , ,U x x x=  表示被考察项目集合，属性集 { }1 2 3 4, , ,A a a a a= 表示项目指标集，分别指医疗环境、

交通环境、地域环境以及人文环境。 
设 { }1 1 2,A a a= ， { }2 2 3,A a a= ， { }3 3 4,A a a= 表示三个不同粒度，则该信息系统关于这三个不同的粒度

得到划分如下： 

{ } { } { } { }{ }1 1 6 7 10 2 5 3 8 4 9, , , , ,, ,, ,U A x x x x x x x x x x=  

{ } { } { } { }{ }2 1 9 2 3 40 8 6 71 5, , , ,, , ,, ,U A x x x x x x x x x x=  

 { } { } { } { } { }{ }43 1 2 10 3 8 5 9 6 7, , ,, , , , , ,U A x x x x x x x x x x=  

设 { }1 4 5 6 7, , , ,X x x x x x= ，则集合 X 在粒度 ( )1,2,3iA i = 下与
i

j A
x   的关系如表 2 所示。 

不妨取 1k = ， 0.35β = ，根据定义 3.1.1 和定义 3.2.1 所定义的两个双量化多粒度粗糙集模型，以及

表 2 中的数据我们可以分别得到“逻辑或”双量化乐观多粒度粗糙集近似为： 

( )
3

1 0.35 1

O

i
i

A X φ
= ∨

=∑  
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Table 1. A real estate investment information system 
表 1. 某地产投资信息系统 

U  1a  2a  3a  4a  

1x  3 3 3 2 

2x  3 1 3 2 

3x  1 2 1 2 

4x  2 3 2 3 

5x  3 1 3 3 

6x  3 3 2 2 

7x  3 3 2 2 

8x  1 2 1 2 

9x  2 3 3 3 

10x  3 3 3 2 

 
Table 2. The structure of information systems in granularity ( )1, 2,3iA i =  

表 2. 信息系统在粒度 ( )1, 2,3iA i = 下的结构 

 
1A  2A  3A  

1
j A

x    
1

j A
x X  ∩   ( )

1
,j A

c x X    
2

j A
x    

2
j A

x X  ∩   ( )
2
,j A

c x X    
3

j A
x    

3
j A

x X  ∩   ( )
3
,j A

c x X    

1x  4 3 1/4 3 1 2/3 3 1 2/3 

2x  2 1 1/2 2 1 1/2 3 1 2/3 

3x  2 0 1 2 0 1 2 0 1 

4x  2 1 1/2 3 3 0 1 1 0 

5x  2 1 1/2 2 1 1/2 2 1 1/2 

6x  4 3 1/4 3 3 0 2 2 0 

7x  4 3 1/4 3 3 0 2 2 0 

8x  2 0 1 2 0 1 2 0 1 

9x  2 1 1/2 3 1 2/3 2 1 1/2 

10x  4 3 1/4 3 1 2/3 3 1 2/3 

 

( ) { }
3

1 2 4 5 6 7 9 10
1 0.35 1

,, , , , , ,
O

i
i

A X x x x x x x x x
= ∨

=∑  

同理可以得到，“逻辑或”双量化悲观多粒度粗糙集近似为： 
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( ) { }
3

1 4 6 7 10
1 0.35 1

, ,, ,
P

i
i

A X x x x x x
= ∨

=∑  

( ) { }
3

4 5 6 7
1 0.35 1

, , ,
P

i
i

A X x x x x
= ∨

=∑  

不难发现两个模型所得到的近似集是不一致的，而近似集在粗糙集理论中作为知识发现的基础，在

实际应用中我们可以根据不同的需求选取不同参数 k 和 β ，以及不同的双量化粗糙集模型，利用这个案

例我们还可以对模型的其他性质进行验证。在以后的研究中，我们将在本文研究的粗糙集模型性质的基

础上，研究属性约减以及规则提取等。 

5. 结束语 

多粒度近似空间作为经典近似空间的自然延拓，具有更强的数据描述能力，基于多粒度粗糙集理论

的数据挖掘也具有突出的理论价值和现实意义。本文在多粒度近似空间中，基于“逻辑或”算子将用于

刻画相对信息量化和绝对信息量化的变精度粗糙集和程度集融合起来，建立了“逻辑或”双量化多粒度

粗糙集模型，对模型的一些基本数学性质进行了细致的讨论。本研究对于多粒度近似空间中，允许某个

误差程度的粗糙集建模，有一定的参考价值，接下来我们将研究多粒度近似空间中双量化多粒度粗糙集

模型在实际中的应用。 
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