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Abstract 
Taking the time delay non-linear large-scale system as the theoretical basis, the large-scale eco-
nomic system is modeled, which takes the price of commodity as the key elements. Then, the sta-
bility and Hopf bifurcation of the system model are studied by introducing a delay as a parameter. 
It is found that the Hopf bifurcation occurs when τ  crosses some critical values. By using the 
center manifold method and normal form theory, some stability results are given for the periodic 
solution of the system. 
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摘  要 

本文首先以非线性时滞大系统为理论基础建立了一类经济大系统模型，该模型以商品价格为关键因素。

接着以 τ为参考元素研究了该模型的稳定性及Hopf分叉，发现当 τ变化时，该系统的稳定性会发生变化，

该模型会在某一确定值处出现Hopf分叉。最后用中心流形定理和规范形方法给出了分拆周期解的若干稳

定性结果。 
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1. 引言 

经济问题是当今世界的热点问题，世界各国学者和专家围绕各种经济问题，做了大量的工作，其中，

对于宏观经济系统的学习与研究，是一个非常重要的课题。宏观经济系统本身是一个极其复杂的大系统，

影响因素多样，很难用一个数学模型对其进行准确描述。当建立起一个经济大系统模型时，可能因为参

数估计不准确或时间变化而导致结构不稳定——分支现象，Hopf 分支就是其中一种。 
本文为经济大系统的研究提供了一个相对简化的新思路和新的模型参考，同时研究了新模型的稳定

性和结构不稳定现象，将 Hopf 分支现象进一步与实际模型相结合，为国家宏观经济政策的制定提供了一

个参考，也是将数学结论应用于实践的一种尝试。 
线性宏观经济系统模型如凯恩斯模型、萨缪尔森乘数-加速数模型、希克斯模型已无法符合当今经济

的发展趋势，随着经济学的发展，现如今，大量的经济系统模型已被提出，“控制论”的思想被引入经

济界。将整个经济社会的动态发展看做动态大系统，此时，经济问题相对合理地转变为数学问题，可用

数学方法与数学工具对其进行研究。刘永清、宋中昆在分解理论在经济大系统中的应用[1]的就讨论了此

类问题。Hopf 分支理论已成为研究微分方程小振幅周期解产生和消亡的经典工具，马知恩、周义仓所著

的《常微分方程定性与稳定性方法》[2]对 Hopf 理论做了详尽阐释和介绍。 

2. 预备知识 

今考虑系统 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 11 1 12 2 11 1 11 12 2 12

2 21 1 22 2 21 1 21 22 2 22

x t c t x t c t x b t x t b t x t

x t c t x t c t x b t x t b t x t

τ τ

τ τ

= + + − + −


= + + − + − �

�
               (1) 

或记以下形式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 11 1 12 2 11 1 11 1 12 2 12 2

2 21 1 22 2 21 1 21 1 22 2 22 2

x t a t x t a t x b t x t x t b t x t x t

x t a t x t a t x b t x t x t b t x t x t

τ τ

τ τ

 = − + + − − + − −       


= − + − − + − −       

�

�
       (2) 

式(2)不含时滞的线性时变系统为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 1 12 2 2 21 1 22 2,x t a t x t a t x x t a t x t a t x= − + = −� �                   (3) 

式(2)、(3)的孤立子系统为 

( ) ( ) ( ) ( )1 11 1 2 22 2,x t a t x x t a t x= − = −� �                              (4) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( ), , 1, 2ij ij ija t c t b t i j= + = 。设(1)的系数连续、有界、可微。 

( ) ( ) ( ) ( )0, , 1, 2,
2 2ij ij ij
a ac t b t a t a i j t t≤ ≤ ≤ = ∀ ≥，                        (5) 
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( ) ( )0, 1, 2,ija t i j t tε≤ = ∀ ≥�                               (6) 

( ) ( ) ( )( )
0

1 12 21max , , max , 1,2ijt t
E a t a t i jτ τ

≤ ≤+∞
 = = =                        (7) 

( ) ( )00, 1, 2,ii ia t a i t t≥ > = ∀ ≥                               (8) 

引理 1：若(1)的系数连续有界可微，条件(5)、(6)、(8)成立，有 ( ) ( )0, 1, 2,ija t i j t tε≤ = ∀ ≥� ，即线性

时变子系统(4)的零解是渐近稳定的，存在 2 3 1 2 20, 0, ,0Eδ δ δ τ δ> > < ≤ ≤当 时 时，则具有时滞的时变系数

线性系统(2)的零解也是渐近稳定的。 
设当 

( ) ( )00 0, 1,2,ii i ia t a a i t t≤ − < > = ∀ ≥                            (9) 

当 ( ) ( ) ( )2 2
1 1 11 1 2 2 22 2, 0, , ( ) 0V t x a t x V t x a t x= − > = − > ，类似得到 

( ) ( ) ( )2 2
4 2 0, 1,2i iiV a x iε≥ − > =�                             (10) 

从而得到当 1ε δ< ，即 ( ) ( )1 01, 2,iia t i t tε δ≤ ≤ = ∀ ≥� 时，孤立子系统(4)的零解是不稳定的。 
引理 2：若系统(1)的系数连续有界可微，条件(5)、(9)、(10)成立，有 ( ) ( )1 01, 2,iia t i t tε δ≤ ≤ = ∀ ≥� 成

立，即线性时变孤立子系统的零解是不稳定的，存在 2 3 1 2 30, 0, 0,Eδ δ δ τ δ> > < ≤ <使当 时，则具有时滞的

时变系数系统(2)的零解也是不稳定的。 
今考虑具有时滞的线性大系统 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

, 1, 2, ,
n

i ij j ij j ij
j

x t c t x t b t x t i nτ
=

 = + − = ∑� �                   (11) 

或记为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

, 1, 2, ,
n

i ij j ij j ij j
j

x t a t x t b t x t x t i nτ
=

 = + − − = ∑ ��                (12) 

与(11)有关的无时滞的时变系统为 

( ) ( ) ( ) ( )
1

, 1, 2, ,
n

i ij j
j

x t a t x t i n
=

= =∑ ��                            (13) 

对(13)的变系数矩阵 ( )( )ija t ，按主对角线分解成 m个孤立时变子系统为 

( ) ( ), 1, ,
rr n rX A t X r m= = ��                               (14) 

其中 ( ) ( ) ( )ij ij ija t c t b t= + ，
1 1 11, ,

r r

T

r n n n nX x x
−+ + + + + =  � �� ， ( )

rnA t 为 r rn n× 维时变矩阵。现在假设 ,ij ijc b 连

续有界可微， 

( ) ( ) ( ) ( ) 0, , , 1, 2, ,
2 2ij ij ij
a ac t b t a t a i j n t t≤ ≤ ≤ = ∀ ≥�                   (15) 

其中 a 是与 t 无关的正数。 

( ) ( )1 1 1 1 0, 1, , , 1, , , ,ij r r ma t i j n n n n r m n n n t tε −≤ = + + + + = + + = ∀ ≥� � � � ��           (16) 

( )( )max , 1,2, ,ij i j nτ τ= = �                                (17) 

( )
0

2 max ijt t
E a t

≤ ≤+∞
 =                                      (18) 
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1 1

1 1 2 1 2

1, , ; 1, , ;
1, , ; 1, , ;

1, , ; 1, ,m m

i n j n n
i n n n j n n n
i n n n j n n

= = + 
 = + + = + + 
 = − + = − 

� �
� �
� �

 

设(14)的特征方程为 

( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1
1 1

1 0

det

0 1, , ; ,

r

r r
r r

r n

r r rn n
n n

m

D t A t I

t P t t P t t P t

r m n n n t t

λ λ

λ λ λ−
−

= −

= + + + +

= = + + = ∀ ≥

�

� �

                (19) 

又设(14)的特征方程(19)的所有特征根都具有负实部： 
( ) ( )( ) ( )0Re 0 0, 1, , ,

r

r
nA t r m t tλ δ δ≤ − < > = ∀ ≥�                      (20) 

引理 3：若系统(11)的系数连续有界可微，条件(15)、(16)成立，及线性时变子系统(14)的特征方程(19)
的所有特征根据有负实部，存在 0ε > ，使得 

( ) ( )4 1 1 1 0, 1, , ; 1, , ,ij r ra t i j n n n n r m t tε δ −≤ < = + + + + + = ∀ ≥�� � � �  

成立时，即线性时变孤立子系统(14)的零解也是渐近稳定的，存在 5 60, 0δ δ> > ，使当 2 5 60,E δ τ δ< ≤ < 时，

则具有时滞的线性时变大系统(11)的零解也是渐近稳定的。 
当 0τ = 时，得到 
引理 4：若系统(13)的系数连续有界可微，条件(15)、(16)成立及线性时变子系统(14)的特征方程(19)

的一切特征根都具有负实部成立，存在 0ε > ，使得 

( ) ( )4 1 1 1 0, 1, , ; 1, , ,ij r ra t i j n n n n r m t tε δ −≤ < = + + + + + = ∀ ≥�� � � �  

成立时，即线性时变子系统(14)的零解也是渐近稳定的。 
今考虑 2n = 时具有时滞的非线性时变系统的稳定性 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

2 2

1 2 1 1 2 2
1 1

, , , ,

1, 2

i ij j ij j ij i i i
j j

x t c t x t b t x t f t x t x t x t x t

i

τ τ τ
= =

= + − + − −

=

∑ ∑�
         (21) 

或记为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )

2

1

2

1 2 1 1 2 2
1

t

, , , , 1, 2

i ii i ij j
j
j i

ij j ij j i i i
j

x a t x t a t x t

b t x t x t f t x t x t x t x t iτ τ τ

=
≠

=

= − +

 + − − + − − = 

∑

∑

�

        (22) 

假定在域 ( )0: , 1, 2,i iD x H y H i t t≤ ≤ = ∀ ≥ 中满足不等式 

( ) ( )
2 2

1 2 1 2
1 1

, , , , 1, 2i i i
i i

f t x x y y x y iη
= =

 ≤ + =  
∑ ∑                          (23) 

其中η是于 t 无关的正常量，并且在域 D 中， ( )( )1 2 1 2, , , , 1, 2if t x x y y i = 对所有变元连续及使系统(22)对任

何初值的解有唯一性条件成立。 
引理 5：设引理 1 的条件成立，即线性时变子系统(4)的零解是渐近稳定的，并设式(21)的非线性项满

足条件式(23)，存在 1 2 3 70, 0, 0, 0δ δ δ δ> > > > ，使当 ( ) ( )2 0 1 2 3 7, 1, 2, , ,0ija t i j t t Eε δ δ τ δ η δ≤ < = ∀ ≥ < ≤ ≤ <�
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时，则具有时滞的非线性时变系统(22)的零解也是渐近稳定的。 
引理 6：设引理 2 的条件成立，即线性时变孤立子系统(4)的零解是不稳定的，并设(21)的非线性项满

足条件(23)，存在 1 2 3 70, 0, 0, 0δ δ δ δ> > > > ，使当 

( ) ( )1 0 1 2 3 7, 1, 2, , ,0ija t i j t t Eε δ δ τ δ η δ≤ < = ∀ ≥ < ≤ ≤ <�  

成立时，则具有时滞的非线性时变系统(22)的零解也是不稳定的。 
今考虑具有时滞的一般非线性时变大系统 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

1 1 1 2 2
1

, , , , , , ,

1, ,

n

i ij j ij j ij i n i i n in
j

x t c t x t b t x t f t x t x t x t x t x t

i n

τ τ τ τ
=

 = + − + − − − 

=

∑ � �

�

�
 (24) 

或记为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )

1

1 1 1 2 2, , , , , , , 1, ,

n

i ij j ij j ij j
j

i n i i n in

x t a t x t b t x t x t

f t x t x t x t x t x t i n

τ

τ τ τ
=

 = + − − 

+ − − − =

∑�

� � �
           (25) 

假设在域 ( )0: , 1, , ,i iD x H y H i n t t≤ ≤ = ∀ ≥� 满足不等式 

( ) ( )1 1
1 1

, , , , , , 1, ,
n n

i n n i i
i i

f t x x y y x y i nη
= =

 ≤ + =  
∑ ∑� � �                    (26) 

其中η是与 t 无关的正常量，并且在域G 中， ( )( )1 1, , , , , , 1, ,i n nf t x x y y i n=� � � 对所有变元连续及使系统

(22)对任何初值的解有唯一性条件成立。 
引理 7：设引理 3 的条件成立，即线性时变孤立子系统(14)的零解是渐近稳定的，并设(24)的非线性

项满足条件(26)，存在 4 5 6 80, 0, 0, 0δ δ δ δ> > > > ，使当 

( ) ( )4 1 1 1 0, 1, , ; 1, , ,ij r ra t i j n n n n r m t tε δ −≤ < = + + + + + = ∀ ≥�� � � �  

8 2 5 60, ,Eη δ δ τ δ< < ≤ <  

时，则具有时滞的非线性时变大系统(25)的零解也是渐近稳定的. 
引理 8：在引理 7 的条件下，若滞后 0τ = ，当 4 2 5 8ε , ,Eδ δ η δ< < < 时，则得到无滞后的非线性时变

大系统的零解的稳定性。 
引理 9：在引理 7 的条件下，若 0ε = ，当 2 5 6 8, ,0E δ τ δ η δ< ≤ < < ，则得到具有时滞非线性定常大系

统 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

1 1 1 2 2
1

, , , , , , ,

1, ,

n

i ij j ij j ij i n i i n in
j

x t c x t b x t f t x t x t x t x t x t

i n

τ τ τ τ
=

 = + − + − − − 

=

∑� � �

�
 

的零解是渐近稳定的。 
引理 10：在引理 7 的条件下，若 0ε τ= = ，当 2 5 8,E δ η δ< < 时，则得到非线性定常大系统 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )1
1

, , , 1, ,
n

i ij j ij j i n
j

x t c x t b x t f t x t x t i n
=

 = + + = ∑� � �  

的零解是渐近稳定的。 
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3. 主要结果 

3.1. 经济大系统模型 

一个经济社会是有千千万万个商品组成的，这里的商品既包括消费品也包括劳动者的酬劳，凡是可

以用价格衡量的，在此模型中，都是商品。这样，商品价格向量就是： 

( ) ( )1 2, , , T
nx x x x n += ∈�                               (27) 

系统中每种商品都是相互联系的，任何一个商品的价格都是由其他商品的价格所决定的，至于如何

影响，取决于线性系数矩阵 A ： 

( )
11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

A n

a a a

+

 
 
 = ∈
 
 
 

�
�

� � � �
�

                            (28) 

作为经济系统，必然有非线性因素存在，设为： 

( )( )1 2, , , , 1, 2, , ,i nf t x x x i n n += ∈� �                           (29) 

商品价格是时间 t 的函数，这样商品价格向量变为： 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 2, , , 0
T

nx x t x t x t n t+= ∈ ≤ ≤ +∞� ，                       (30) 

商品价格的线性系数矩阵变为： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a t a t a t
a t a t a t

A n

a t a t a t

+

 
 
 = ∈ 
 
  

�
�

� � � �
�

                         (31) 

在商品价格随时间变动的过程中，难以避免存在滞后性，所以设定一个滞后的商品价格矩阵： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 11 2 12 2 12

1 21 2 22 2 2

1 1 2 2

n

n n n nn

x t x t x t
x t x t x t

X

x t x t x t

τ

τ τ τ
τ τ τ

τ τ τ

 − − − 
 − − − =  
 

− − −  

�
�

� � � �
�

                      (32) 

( ) , , 1, 2, , ,0 ijn i j n tτ+∈ = ≤ <�  

同样地，非线性因素变为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

1 2 1 1 2 2, , , , , , , ,

1, 2, , ,

i n i i n inf t x t x t x t x t x t x t

i n n

τ τ τ
+

− − −

= ∈

� �

� 
                (33) 

滞后商品价格空间的线性矩阵设为 B ： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

b t b t b t
b t b t b t

B n

b t b t b t

+

 
 
 = ∈ 
 
  

�
�

� � � �
�

                         (34) 
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由以上 8 个设定，给出此类经济大系统的模型： 

( )
( )

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )(
( ) ( ) ( ) ( )(

1

2

111 11 12 1

222 21 22 2

1 2

1 1 1 11 1

2 1 1 21 2

, , , , ,

, , , , ,

n

n

n

nn n n nn n

n n n

n n n

n

B Xxx t a t a t a t
B Xxx t a t a t a t

xx t a t a t a t B X

f t x t x t x t x t

f t x t x t x t x t

f t

τ

τ

τ

τ τ

τ τ

      
      
      = +       
      
           

− −

− −
+

�
�

�� � � � � �
�

� �

�

�

�

�

�

�

( ) ( ) ( ) ( )( 1 1 1, , , , ,n n n nnx t x t x t x tτ τ

 
 
 
 
 
 − − � �

                   (35) 

其中 

( ) ( )1 11 12 1 1 2, , , , , , ,n n n n nnB b b b B b b b= =� � �                         (36) 

( ) ( ) ( )( )1 1 11 2 12 1, , , , ,
T

n nX x t x t x tτ τ τ τ= − − −� �  

( ) ( ) ( )( )
( )

1 1 2 2, , ,

; , 1, 2, , ;0 ;0
n

T
n n n nn

ij

X x t x t x t

n i j n t t

τ τ τ τ

τ+

= − − −

∈ = ≤ ≤ +∞ ≤ <

�

�
                      (37) 

3.2. 模型解释 

( )ix t� 是商品价格随时间的变化，在此经济系统中，时间 t 是唯一的参数，其他可能影响到商品价格

的因素先忽略不计。 
一个商品价格的变化除了和当即时刻 t 的价格有关，还具有时滞性，和 ijt τ− 有关，所以，就存在 n n×

个时滞时刻： 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

t t t
t t t

t t t

τ τ τ
τ τ τ

τ τ τ

− − − 
 − − − Τ =
 
 
− − − 

�
�

� � � �
�

                            (38) 

所以对于此系统，可以合理地表示为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )
1 1 1 2 2

1
, , , , , , ,

, 1, 2, , ;0 ;0

n

i ij j ij j ij i n i i n in
j

ij

x t a t x t b t x t f t x t x t x t x t x t

i j n t t

τ τ τ τ

∞ τ
=

 = + − + − − − 

= ≤ ≤ + ≤ <

∑ �

�

� �
  (39) 

根据定理 7，可知此系统的零解是渐近稳定的。 

4. Hopf 分支 

( ) ( )
( )

2 2 2 2
11 12 11

2 2

2 2 2 2

2

0 1 0 1 1 1
1 1

1
1

, , , , nn

nn

n n n n
n n

n n n n
n

P e e e p p p p e

p p e

λτλτ λτ λτ

λτ

λ λ λ λ λ

λ λ

−− − −− −

−−

= + + + + + + +

+ + + + +

� � �

� �
        (40) 

其中 ( )0 , 1,2, ,ij i j nτ > = � 和 ( )20 , 1, 2, , , 1, ,j
ip i j n n n> = +� � 都为常数。当 ( )ij n n

τ
×
发生变化时， 

( )11 12, , , , nnP e e e λτλτ λτλ −− − � 在右半平面上的零点重数之和当且仅当有零根出现在虚轴上或穿过虚轴时才
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发生变化。 
因为系统至少有一个实根，当 0τ τ= 时，系统的正平衡点 *E 出现 Hopf 分支。若模型满足假设条件时，

则当 [ )00,τ τ∈ ，正平衡点一致渐近稳定，而当 0τ τ> 不稳定，并且在 0τ τ= 附近出现分支。Hopf 分支周期

解稳定，周期解趋于一个稳定的极限环τ 表示时间滞后，即商品价格的时刻越接近当前时刻的间隔越小，

越有利于整个经济大系统的稳定。 
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