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Abstract 

This paper considers a scheduling problem with learning and deterioration effect; under a single 
machine and slack due date assignment, our objective is to determine the schedule of jobs and the 
common slack flow in order to minimize the linear combination of the just-in-time cost (including 
the earliness, tardiness and common slack flow) and makespan. The properties of the optimal so-
lution are given, and then we prove that the problem can be solved in polynomial time. 
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摘  要 

研究工件加工时间同时具有学习与恶化效应的排序问题，在一台机器和松弛工期指派下，目标是确定工
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件的加工顺序和松弛工期的共同松弛流使得工件的准时制成本(包括提前时间，延误时间和共同松弛流)
和最大完工时间的线性组合最小。对此问题给出了最优解满足的性质，从而证明了此问题是多项式时间

可解的。 
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1. 引言 

在实际的生产过程中，工件的加工时间可能与工件所排位置和其开始加工时间有着某种联系，即工

件具有学习和恶化效应。学习效应产生的背景是工件的加工时间会随着机器(比如技术工人)熟练度的提升、

机器磨合度的增加等因素而使后来加工的工件实际加工时间变短(Biskup [1]，王吉波等[2]，王雪茹等[3])。
恶化效应产生的背景是在钢铁制造业，钢坯在加工的过程中需要温度的限制，如果钢坯不能马上加工，

即需要等待，则它的温度会降低，从而导致开始加工时间越晚，加工时间越长(Gawiejnowicz [4]，王吉波

等[5]，王吉波和赵伯来[6])。Lee [7]首次考虑了工件同时具有学习与恶化效应的排序问题，即工件 iJ 的实

际加工时间为 A b
i ip trα= 和 ( )0

A b
i ip a t rα= + ， 1,2, ,i n=  ，其中 iα 为工件 iJ 的恶化率， 0a 为正常加工时

间，r 为工件所排的位置， 0b ≤ 为所有工件的学习因子，t 为工件 iJ 的开始加工时间。在单机情况下，他

证明了一些正则目标函数是多项式时间可解的。Wang [8]也考虑了工件同时具有学习与恶化效应的排序

问题，即工件 iJ 的实际加工时间为 ( )A b
i ip a t rα= + ，其中 ia 为工件 iJ 的正常加工时间， 0α ≥ 为恶化率。

在单机情况下，他证明了最大完工时间和总完工时间极小化问题都是多项式时间可解的，加权总完工时

间和最大延误极小化问题在一些特殊情况下是多项式时间可解的。在流水作业情况下，他对一些特殊情

况，证明了最大完工时间、总完工时间，加权总完工时间和最大延误极小化问题也都是多项式时间可解

的。Yang 和 Kuo [9]考虑了工件同时具有学习与恶化效应的排序问题，即工件 iJ 的实际加工时间为

ibA
i ip a r tα= + ，其中 0ib ≤ 为工件 iJ 的学习因子。他们证明了一些正则和非正则目标函数是多项式时间

可解的。 
最近，王吉波等[10]研究了同文献[9]一样的加工时间模型，在工件具有共同工期(CON)指派下，他们

证明了在共同工期指派下的独立位置权重问题是多项式时间可解的。在准时制生产模式下，比较重要的

工期指派模型有三类，即共同工期指派模型，松弛工期(SLK)指派模型(参见 Liu 等[11])和不同工期指派

模型(参见王吉波等[12])。本文考虑在松弛工期指派模型下，工件加工时间具有学习与恶化效应的单机排

序问题，对工件的准时制成本和最大完工时间的线性组合最小问题给出了最优解满足的性质，并证明这

个问题也是多项式时间可解的。 

2. 问题描述 

n 个工件 { }1 2, , , nJ J J J=  要在一台机器上加工，同一时刻这台机器最多加工一个工件，且不允许中

断。假设工件 iJ 的正常加工时间为 ia ，则工件 iJ 的实际加工时间为 
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ibA
i ip a r tα= + , 1, 2, ,i n=  ,  

其中 r 为工件所排的位置， 0ib ≤ 为工件 iJ 的学习因子， 0α ≥ 为恶化率，t 为工件 iJ 的开始加工时间。

我们考虑松弛工期指派，即工件 iJ 的工期为 A
i i optd p q= +  (其中 optq 为共同松弛流，是一个决策变量)，

1, 2, ,i n=  。令 iC 表示工件 iJ 的完工时间，目标是确定一个最优排序 ( ) ( ) ( )1 2, , , nπ π π π =    ( ( )iπ 代表在

排序中的第 i 个位置加工的工件)和最优的 optq ，使目标函数 

( ) ( ) ( ) ( )0 max
1

, 1
n

opt i opti i
i

Z q C d q Cπ ππ η ω ω η
=

 = − + + − 
 
∑  

最小，其中 { }max max | 1,2, ,iC C i n= =  为最大完工时间， 0 1η≤ ≤ 是一个给定常数， ( )1,2, ,i i nω =  为

位置权重， 0ω 为 optq 的权重。用三参数表示法(Graham 等[13])，我们研究的问题可表示为 

( ) ( ) ( )0 max
1

1 , , 1i
n

bA
opt i i i opti i

i
SLK q p a r t C d q Cπ πα η ω ω η

=

 = + − + + − 
 
∑  

Liu 等[11]证明了工件加工时间为常数下的问题 ( ) ( ) 0
1

1 ,
n

opt i opti i
i

SLK q C d qπ πω ω
=

− +∑ 是多项式时间可

解的，下面我们证明问题 ( ) ( ) ( )0 max
1

1 , , 1i
n

bA
opt i i i opti i

i
SLK q p a r t C d q Cπ πα η ω ω η

=

 = + − + + − 
 
∑ 仍然多项式时 

间可解。 

3. 主要结论 

对于问题 ( ) ( ) ( )0 max
1

1 , , 1i
n

bA
opt i i i opti i

i
SLK q p a r t C d q Cπ πα η ω ω η

=

 = + − + + − 
 
∑ ，显然存在一个最优排序， 

从第一个工件开始加工到最后一个工件结束，机器加工无空闲，且第一个工件在零时刻开始加工。 

引理 1 对于给定的序列 ( ) ( ) ( )1 2, , , nπ π π π =   ，决策变量 optq 等于某个任务的完工时间，即 

( ) ( )0
l A

opt l iiq C pπ π=
= = ∑ ，其中 l 是序列 0 1, , , nω ω ω 的中位数，并使下面不等式成立 

1

0 1 0 2
,

l n l n

j j j j
j j l j j l
ω ω ω ω

+

= = + = = +

≤ ≥∑ ∑ ∑ ∑                                  (1) 

证明：与文献 Liu 等[11]的证明方法类似。 

引理 2 问题 ( ) ( ) ( )0 max
1

1 , , 1i
n

bA
opt i i i opti i

i
SLK q p a r t C d q Cπ πα η ω ω η

=

 = + − + + − 
 
∑ 的目标函数可以写为

( ) ( ) ( ) [ ]0 max
1 1

1
n n

A
i opt ii i i

i i
w C d w q C pπ πη η λ

= =

 − + + − = 
 
∑ ∑ ，其中 

0

1

1, 1, 2, , ;

1, 1, , 1;

1 ,

i

v
v

n
i

v
v i

w i l

i l n

i n

η η

λ
η ω η

η

=

= +

 − + =

=  − + = + −


− =

∑

∑





                             (2) 

证明：假设给定最优排序为 ( ) ( ) ( )1 2, , , nπ π π π =   和 ( )opt lq Cπ= ，可知 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

0 max
1

1

0 max1 1
1 2

1 1

0 2 1 1

1

1

1

1

n

i opti i
i

l n

i il l i i l
i i l

l l n i n
A A A

i iv v i
i v i i l v l i

n
A

i i
i

w C d w q C

C C C C C C

p p p

p

π π

π π π π π

π π π

π

η η

η ω ω ω η

η ω ω η

λ

=

+

− −
= = +

+ −

= = = + = + =

=

 − + + − 
 
 = + − + − + − 
 
 = + + − 
 

=

∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑

 

其中
0

1

1, 1, 2, , ;

1, 1, , 1;

1 ,

i

v
v

n
i

v
v i

w i l

i l n

i n

η η

λ
η ω η

η

=

= +

 − + =
=  − + = + −

− =

∑

∑





。 

对于给定排序 ( ) ( ) ( )1 2, , , nπ π π π =   ，由王吉波等[10]得工件 ( )iJπ 的完工时间和实际加工时间分别为 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( )

1 2 2
1 2 2

1
1

2 31 1 1 2 1 2

          1

i
i

ii
i i

b bi i bA
i

bb

p a a a i

a i a i

π π π

ππ

π π ππ

π π

α α α α α α

α

−
−

−
−

− −= + + + + + + −

+ − +



 

又由引理 2，可得： 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( )( )
( )

( )

1

1

2

2

0 max
1

1

2
1 2 3

3
2 3 4

, 1

1 1 1

2 1 1

n

n

n

opt i opti i
i

n
A

i i
i

b n
n

b n
n

b

n

Z q w C d w q C

p

a

a

a n

π

π

π

π π

π

π

π

π

π η η

λ

λ αλ α α λ α α λ

λ αλ α α λ α α λ

λ

=

=

−

−

 = − + + − 
 

=

= + + + + + +

+ + + + + + +

+ +

∑

∑







                (3) 

令 ib
ir r iC V a r= 和

1,
0,

i
ir

J r
X


= 


工件 排在
否

处
则

位置
，其中 

( ) ( )
( ) ( )

2
1 1 2 3

3
2 2 3 4

1 1

1 1

1 1

n
n

n
n

n n n

n n

V

V

V
V

λ αλ α α λ α α λ

λ αλ α α λ α α λ

λ αλ
λ

−

−

− −

= + + + + + +

= + + + + + +

= +

=





                            (4) 

则问题 ( ) ( ) ( )0 max
1

1 , , 1i
n

bA
opt i i i opti i

i
SLK q p a r t C d q Cπ πα η ω ω η

=

 = + − + + − 
 
∑ 可以转化为如下指派问题： 

1 1
min

n n

ir ir
i r

C X
= =
∑∑                                      (5) 

s.t. 
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1
1, 1, 2, ,

n

ir
i

X r n
=

= =∑                                     (6) 

1
1, 1, 2, ,

n

ir
r

X i n
=

= =∑                                     (7) 

0 1, , 1, 2, ,irX i r n= = 或                                  (8) 

问题 ( ) ( ) ( )0 max
1

1 , , 1i
n

bA
opt i i i opti i

i
SLK q p a r t C d q Cπ πα η ω ω η

=

 = + − + + − 
 
∑ 的具体求解算法如下：  

算法 1 
步骤 1：根据引理 1 计算出中位数 l； 
步骤 2：根据(3)，(4)计算出 irC ； 
步骤 3：求解指派问题(5)~(8)，确定工件的最优排序； 

步骤 4：由
( )

1
i

l
A

opt
i

q pπ
=

= ∑ 得到共同松弛流。 

定理 1. 算法 1 可以解决问题 ( ) ( ) ( )0 max
1

1 , , 1i
n

bA
opt i i i opti i

i
SLK q p a r t C d q Cπ πα η ω ω η

=

 = + − + + − 
 
∑ ，且 

算法的时间复杂度为 ( )3O n 。 
证明 由引理 1，2 和上面的分析，可得算法的正确性。算法 1 中步骤 1 和步骤 4 的时间复杂度分别

为 ( )O n ，步骤 2 的时间复杂度为 ( )2O n ，步骤 3 指派问题的时间复杂度为 ( )3O n ，因此算法 1 总的时间

复杂度为 ( )3O n 。 
显然，当 , 1, 2, ,ib b i n= =  时，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 max
1 1

, 1
n n

b
opt i opt ii i i

i i
Z q w C d w q C V i aπ π ππ η η

= =

 = − + + − = 
 
∑ ∑              (9) 

由 HLP 规则(Hardy 等[14])，式子 ( )
1

n
b

i i
i

V i aπ
=
∑ 可按照最小的 b

iV i 与最大的 ia 匹配，第二小的 b
iV i 与第二 

大的 ia 匹配，依次进行下去，直到结束，从而求得最优排序，该算法的时间复杂度为 ( )logO n n 。因此，

我们得到如下结论： 

定理 2. 问题 ( ) ( ) ( )0 max
1

1 , , , 1i
n

bA
opt i i i i opti i

i
SLK q p a r t b b C d q Cπ πα η ω ω η

=

 = + = − + + − 
 
∑ 可以在 

( )logO n n 时间内解决。 

4. 结论 

本文研究了在 SLK 工期指派下的单机排序问题，其中工件同时具有学习与恶化效应。目标是确定最

优排序及共同松弛流使一个非正则目标函数(包括提前时间、延迟时间和共同松弛流的加权和，其中这里

的权重为位置权重)和最大完工时间的线性组合最小。我们证明了这个问题在引入学习与恶化效应后仍然

具有多项式时间算法。在以后的研究中，可以考虑这种模型在多机(包括流水作业和平行机)情况下如何求

解。 
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