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摘  要 

本文针对二阶线性常微分方程两点边值问题，通过具有最高代数精度的二阶导数的组合式近似，构造了

具有最高阶精度的等步长的五点差分格式，并利用广义Peano定理给出了精度阶数。用构造的格式对多

个算例编程计算，用Taylor展开方法对边界进行离散处理，并将计算结果与精确解比较。计算结果表明，

所构造的差分格式达到了最高的八阶精度。 
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Abstract 
In this paper, for the two-point boundary value problems of second-order linear ordinary diffe-
rential equations, a five-point difference scheme with equal step is constructed by constructing a 
combined approximation of the second derivative with the highest algebraic precision, and the 
precision order is given by using the generalized Peano theorem. A lot of examples are calculated 
with program by the constructed scheme, applying respectively the Taylor expansion method to 
discrete the boundary. The numerical results are compared with the exact solutions and show that 
the constructed scheme achieves the highest order accuracy of eight. 
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1. 引言 

微分方程的边值问题指的是定解条件只在求解区域的边界上确定的微分方程的定解问题。常微分

方程边值问题在数学和物理问题都起着重要的作用现阶段对于常微分方程边值问题的研究已经非常成

熟和普遍。同时也取得艰深的成果。常微分方程的边值问题很少能求出它的解析解，目前能求出解析

解的仅有少部分典型的方程，因此，有必要数值求解通过使用数值计算方法获得的数值解，该数值计

算方法是其精确解的近似，并且该近似具有代数精度。我们的目标是找到代数精度达到最高阶的计算

方法，同时保证计算量不会过大。其高精度的算法可大大提高计算效率，对问题的数值求解，特别是

其大范围或高精度的求解益处明显。差分法在求解常微分边值问题方法中是很常见同时也是很重要的

办法之一。 
余爱晖[1]介绍了依据网格构造三点有限差分方法，并验证了该方法的收敛性。邹序焱[2]用差分格

式可以得到三对角的系数矩阵，然后用追赶法求解，最后的到的二阶精度的数值解。差分法通过不断

的改进，代数精度也在不断提高。郭晓晔[3]等人用差分法求解常微分方程边值问题常规的差商近似导

数得到代数精度为二阶的。四阶精度的差分格式由刘明会[4]介绍的通过运用中心差分公式，得到四阶

差分公式，最终的误差精度也为四阶的。周保民[5]用中心差分格式公式近似导数，并通过对边界条件

的处理来提高数值解的精确度，不同的边界处理得到的精度不同(在边界附近的节点上用不同的差分格

式代替非对称差分法、减小宽带法、矩阵多项式法得到的截断误差分别为三阶、四阶、六阶)大大提高

了计算精度。 

2. 广义 Peano 定理与差分法 

二阶常微分方程一般形式为 ( ) ( ), , ,y x f x y y a x b′′ ′= ≤ ≤ ，即线性情形可表示为 

( ) ( ) ( )y g x y h x y f x′′ ′+ + =                               (1.1) 

其中， ( ) ( ) ( ), ,g x h x f x 是已知函数。 
计算过程中(1.1)的计算量相对较复杂，我们可以通过将(1.1)式乘以 ( )v x ， ( ) ( )1 d

2e
x
a g t t

v x ∫
= ，便可以将

二阶常微分方程边值问题(1.1)化简为形如(1.2)的式子： 

( ) ( )p xy y q x+′′ =                                   (1.2) 

因此我们可以统一考虑(1.2)式的常微分方程。 
仅考虑第一类边界条件，对应的二阶常微分方程边值问题为： 

( ) ( )
( ) ( )

,

,

y p x y q x a x b

y a y bα β

′′ + = ≤ ≤


= =
                             (1.3) 
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2.1. 差分法 

对上述(1.3)，在等步长的情况，将区间[a, b]划分为 n 等分，令 ( )h b a n= − ， 0 , nx xα β= = 则 

0 , 1, 2, ,ix x ih i n= + =  。 
有限差分方法：通过离散的方法将定解区间离散为网格式的节点，将连续变量函数离散为离散函数

构成的线性方程组，典型的差分法是通过利用差商近似导数或者是积分插值形式来构造差分格式。将差

分格式带入原方程组化简得到定解条件下的近似得线性方程组，解这个方程组就可以得到原问题在离散

点的近似解。典型的差分法如下式所示： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 3

2 3

2
2 4

2

2! 3!

2! 3!

2
12

2
2

h hy x h y x hy x y x y x

h hy x h y x hy x y x y x

hy x h y x h y x h y x y x

y x h y x y x h
y x o h

h

′ ′′ ′′′+ = + + + +

′ ′′ ′′′− = − + − +

′′+ + − = + + +

+ − + −
′′ = +







                  (1.4) 

用差商近似二阶导数 ( ) ( ) ( ) ( )2
2

y x h y x y x h
y x

h
+ − + −

′′ ≈ 具有二阶精度的误差。 

2.2. 广义 Peano 定理 

定义(代数精度)：设 [ ]I f 和 [ ]Q f 均为 f 的线性泛函，若 f 为次数不超过 m 的多项式时，均有 

[ ] [ ]I f Q f= ，而 1 1m mI x Q x+ +   ≠   ，则称近似公式 [ ] [ ]I f Q f≈  (或 [ ] [ ] [ ] 0R f I f Q f= − ≈ )具有 m 次

代数精度。 
定理(广义 Peano 定理)：若 [ ]R f 是线性泛函， [ ] 0R f ≈ 具有 m 次代数精度，则 [ ] [ ]R f R e= ，其中 ( )e x

为 ( )f x 的任意 m+1 个节点 0 1 2, , , , mx x x x 的插值多项式的余项。 
由插值多项式的理论可知， ( )e x 可表示为 

( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

01 !

m

n

f
e x x x x x

m
ξ+

= − −
+

                            (1.5) 

0 1, , , mx x x 是区间[a, b]上的任意点，且 ε 在 0 1 2, , , , mx x x x 与 x 之间。 
设 Lm(x)是满足定理条件的 m 次插值多项式，则 ( ) ( ) ( )mf x L x e x= + ，即可得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m mR f x R L x e x R L x R e x R e x= + = + =                  。 

3. 常微分方程边值问题的五点差分格式 

在这一部分，本文对于(1.3)式类型的常微分方程边值问题构造五点差分格式，展开了下述研究。 

3.1. 推导(1.3)式的高精度的五点差分格式 

过程如下：欲使 

[ ] ( ) ( ) ( )( )
1 220 1 4 0 2 1 1 4 2 0

k kk k k kx xxR y a y a y a y b y x b y x b y x
− +− − − +′′ ′′ ′′= + + + − + + + ≈           (2.1) 

具有最高阶精度，就要求不全为零的系数{ },i ia b ，使得 [ ] [ ]1 0, 0, , 0mR R x R x = = =  对尽可能大的

m 成立。式子中有十个未知数，但独立的只有九个，所以只需要九个方程就能求解出系数。 
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将 2 3 81, , , , ,y y x y x y x y x= = = = = 带入(2.1)则可以得到九个方程。因为要求系数{ },i ia b 不全为零，

可先取定 2 1a = ，即可解出系数 0 1 4 0 4, , , , , ,a a a b b  。 
为了计算方便，令 2 1 1 22 , , 0, , 2k k k k kx h x h x x h x h− − + += − = − = = =  
则有 

0kR x  =  ( )0,1,2, ,8k =                                 (2.2) 

得到方程为： 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( )

0 1 2 3 4

0 1 3 4
2

0 1 2 3 4 0 1 3 4

2
0 1 3 4 0 1 3 4

2
0 1 3 4 0 1 3 4

2
0 1 3 4 0 1 3 4

0 1 3 4 0 1 3

0
2 2 0

2 4 4 0

6 2 2 8 8 0

12 4 4 16 16 0

20 8 8 32 32 0

30 16 16 64

b b b b b
b b b b

a a a a a b b b b h

a a a a b b b b h

a a a a b b b b h

a a a a b b b b h

a a a a b b b

+ + + + =

− − + + =

+ + + + − + + + =

− − + + − − − + + =

+ + + − + + + =

− − + + − − + + + =

+ + + − + + +( )
( ) ( )
( ) ( )

2
4

2
0 1 3 4 0 1 3 4

2
0 1 3 4 0 1 3 4

64 0

42 32 32 128 128 0

56 64 64 256 256 0

b h

a a a a b b b b h

a a a a b b b b h












 =
 − − + + − − − + + =
 + + + − + + + =

                (2.3) 

通过 matlab 符号计算求解得(取 2 1a = )： 

0 1 2 3 4

0 1 2 3 42 2 2 2 2

23 344 344 23, , 1, ,
2358 1179 1179 2358
155 320 265 320 155, , , ,

786 393 131 393 786

a a a a a

b b b b b
h h h h h

= = = = =

= = = − = =
 

将系数代入(2.1)式，可验证 9 100, 0R x R x   = ≠    ，这样得出 R[y]具有九次代数精度。 
得到的五点差分格式如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 1 1 2

2 1 1 22 2 2 2 2

23 688 2358 688 23

2358
155 320 256 320 155

786 393 131 393 786

k k k k kx x x x x

k k k k k

y y y y y

y x y x y x y x y x
h h h h h

− − + +

− − + +

′′ ′′ ′′ ′′ ′′+ + + +

≈ + − + +

         (2.4) 

3.2. 用差分格式求解 

步骤：分别用所求解的系数与原常微分方程相乘，然后相加化简(合并同类项)再用所得的差分格式近

似代换 
( )
( )
( )
( )
( )

0 2 2 2 0 2

1 1 1 1 1 1

2 2

3 1 1 1 3 1

4 2 2 2 4 2

k k k k

k k k k

k k k k

k k k k

k k k k

a y p y a q

a y p y a q

a y p y a q

a y p y a q

a y p y a q

− − − −

− − − −

+ + + +

+ + + +

′′ + =


′′ + =
 ′′ + =
 ′′ + =
 ′′ + =

                             (2.5) 

( )
( )
0 2 1 1 2 3 1 4 2

0 2 2 1 1 1 2 3 1 1 4 2 2

0 2 1 1 2 3 1 4 2

k k k k k

k k k k k k k k k k

k k k k k

a y a y a y a y a y

a p y a p y a p y a p y a p y
a q a q a q a q a q

− − + +

− − − − + + + +

− − + +

′′ ′′ ′′ ′′ ′′+ + + +

+ + + + +

= + + + +
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将二阶导用差分格式近似代换后得： 

( )
( )
0 2 1 1 2 3 1 4 2

0 2 2 1 1 1 2 3 1 1 4 2 2

0 2 1 1 2 3 1 4 2

k k k k k

k k k k k k k k k k

k k k k k

b y b y b y b y b y

a p y a p y a p y a p y a p y
a q a q a q a q a q

− − + +

− − − − + + + +

− − + +

+ + + +

+ + + + +

= + + + +

 

带入计算系数 2,3, 4, , 2k n= − 得线性方程组用与求解离散近似解。 

( )

2 2 2 2
1 1 2 2 3 3 4 4

2
2

0 1 2 3 4 0 0

2
1 1

320 344 256 320 344 155 23
393 1179 131 393 1179 786 2358

155 2323 688 2358 688 23
2358 786 2358

155 23 320 344
786 2358 393 117

p h y p h y p h y p h y

h q q q q q p h y

p h y

       + + − + + + + +       
       

 = + + + + + + 
 

 + + + 
 

( )

2 2 2
2 2 3 3 4 4

2
2

5 5 1 2 3 4 5

2 2 2
5 5 4 4 3

256 320 344
9 131 393 1179

155 23 23 688 2358 688 23
786 2358 2358

155 23 320 344 256
786 2358 393 1179 131n n n n n

p h y p h y p h y

hp h y q q q q q

p h y p h y p h− − − − −

     + − + + +     
     

 + + = + + + + 
 

    + + + + − +   
    



( )

2
3 2 2

2
2

1 1 5 4 3 2 1

2 2 2
4 4 3 3 2 2

320 344
393 1179

155 23 23 688 2358 688 23
786 2358 2358

155 23 320 344 256
786 2358 393 1179 131

n n n

n n n n n n n

n n n n n n

y p h y

hp h y q q q q q

p h y p h y p h y

− − −

− − − − − − −

− − − − − −

  + +   
  

 + + = + + + + 
 

     + + + + − + +     
     

( )

2
1 1

2
2

4 3 2 1

320 344
393 1179

155 23 23 688 2358 688 23
786 2358 2358

n n

n n n n n n n

p h y

hp h y q q q q q

− −

− − − −























  +   
  + + = + + + +   

 

由线性方程组看到有 n−3 个方程组但有 n−1 个未知数，需要对边界进行处理。 

3.3. Taylor 展开处理边界条件 

Taylor 展开处理常微分方程边值问题的线性方程组的边界条件，提高数值解的计算精度方法除了差

分格式我们还可以通过对边界条件的处理来提高代数精度。 
过程： 
由 Taylor 展开公式 

( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 1

4
2 3 41 1 1

1 1 2! 3! 4

y y x h

y x y x y x
y x y x h h h h

= −

′′ ′′′
′= + − + − + − + − +

        (2.6) 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

4
1 1 12 3 4

1 1 2! 3! 4

y y x h

y x y x y x
y x y x h h h h

= +

′′ ′′′
′= + + + + +

              (2.7) 

将两式相加进行离散到具有四阶精度，与原常微分方程结合 

( ) ( )4
12 4

0 2 1 12
12

y x
y y y y x h h′′+ = + + +                        (2.8) 
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

p x y q x

q x p x y

y x

y x

′′

′ = −′

+ = ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 2

q p x y p x y x

y x q x p x y p x

y x

y xy p x

x ′ ′ ′= − −

′′ ′′ ′ ′= − − −

′′′

′′
 

将上式方程组结合化简，离散后可以得到我们想要的阶数的边值条件方程式 
1) 四阶精度 
上边界： 

( )( ) ( )2 2
1 2 02p x h y y q x h y× − + = × −                           (2.9) 

下边界： 

( )( ) ( )2 2
2 12n n ny p x h y q x h y− −+ × − = × −                        (2.10) 

2) 六阶精度(适用 p(x)为常数) 
上边界： 

2 2 2
0 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 12 2
12 12

y y p h p p y q h q p y p q ′′ ′′ ′ ′+ = − + + + + − − 
 

             (2.11) 

下边界： 

2 2 2
2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 12 2
12 12n n n n n n n n n n n ny y p h p p y q h q p y p q− − − − − − − − − − −

 ′′ ′′ ′ ′+ = − + + + + − − 
 

      (2.12) 

3) 八阶精度(适用于 p(x)为常数) 
上边界： 

( ) ( )
6 4 4 6

2 3 2 2 4 2
1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 1 01 12

360 12 12 360
h h h hp h p p y y q h p q q p p yq q q

 
+ − − + = + − + − + − 


′′ ′′


    (2.13) 

下边界： 

( ) ( )
6 4 4 6

2 3 2 2 4 2
2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 12

360 12 12 360n n n n n n n n n n n n n n
h h h hy p h p p y q h q p q q p q p q y− − − − − − − − − − − − −

 
′′ ′′+ + − − = + − + − + − 

 
(2.14) 

带入线性方程组中得到五对角的矩阵进行求解常微分方程边值问题。使用 LU 分解法，通过编程求

解。 

3.4. 差分格式的收敛性 

由 3.1 节中 2 1 1 22 , , 0, , 2k k k k kx h x h x x h x h− − + += − = − = = = 时，得到 [ ] [ ] 2 81 , , , ,R R x R x R x       都为 0，
但是 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 1 1 29

2 1 12 2 2 2 2

8

2

2358
155 320 265 320

786 393 131 3

23 688 2358 688 23

155
7 693 8

k k k k k

k k k

x x x

k

x x

k

R x

y x y x y x y x
h h h

y y y y y

y x
hh

o h

− − + +

− − + +

  = 
′′ ′′ ′′ ′′ ′′+ + + +

 + 
 

− + − +

=

 

带入数据： 
9 0R x  =   

由系数具有对称性，我们可以推算的出 10 0R x  ≠  所以差分格式(2.4)的代数精度 m = 9。 
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由广义 Peano 定理，为了方便计算取双节点，得到： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
10

2 22 2 2
0 1 2 3 410!

y
e x x x x x x x x x x x

ξ
= − − − − −  

则截断误差为： 

[ ] [ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 4 4 0 0 1 1 4 4R f R e a e x a e x b e x b e x b e x′′ ′′= = + + − + + +   

将 ( )e x 带入化解得到式子如下： 

[ ] ( )10
8871

47537280
y

R f h
ξ

=  

由于当 [ ]0, 0h R f→ → 得出差分格式是收敛的。 

4. 数值算例 

例题 1 

( ) ( )
( ) ( )

sin sin

0 0, 0

y xy x x x

y y

′′ + = −


= π =
 

我们能得出方程组的精确解为 ( )siny x= 。 
为了方便比较我们取同一个常微分方程，边界处理通过 Taylor 展开到四阶精度取等步长 h b a n= − ， 

n 确定即 h 确定，其中 errm ye yt= − ，ye 为精确值 yt 为近似值，errm 为最大误差 7

errmR
h

= 。 

 
Table 1. Example 1 Error comparison under non-synchronous length 
表 1. 例题 1 不同步长下的误差对比 

n errm R 

16 4.1395e−05 0.1418 

50 1.3855e−07 0.1415 

90 7.3296e−09 0.1414 

130 1.1654e−09 0.1414 

160 4.1225e−10 0.1413 

190 1.7408e−10 0.1409 

 
通过表 1 数据对比我们可以看到边界条件的精度对误差的影响很大对于近似解的误差精度，Taylor

展开到了四阶精度，边界误差精度达 10−10，得到的差分格式的最高阶精度为五阶。 
通过图 1 可以看得边界为四阶 Taylor 展开的拟合程度良好。 
例题 2： 

( )
( ) ( )

2sin

0 0, 0

y y x

y y

′′ − = −


= π =
 

可以解除其精确解为 ( )siny x= 。 
根据 3.3 节介绍的 Taylor 展开处理边界条件到六阶精度进行计算对上述方程组进行离散求解，同样

取等步长 h b a n= − ，n 确定步长确定。 maxerrm ye yt= − ，ye 为近似解，yt 精确解，因此 errm 表示最 
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大误差，为 7

errmR
h

= 。 

 

 
Figure 1. Example Problem 1 Comparison diagram of approximate solution and exact solution 
图 1. 例题 1 近似解与精确解对比图 
 

Table 2. Example 2 Error comparison under non-synchronization length 
表 2. 例题 2 不同步长下的误差对比 

n errm R 

10 5.5130e−07 0.0018 

20 4.9382e−09 0.0021 

40 4.1179e−11 0.0022 

80 3.3417e−13 0.0023 

120 2.0216e−14 0.0024 

 
从表 2 中数据分析我们得出同样的结论 n 越大误差越小 R 在 0.002 的上下波动，我们可以得到差分

格式的最高精度为七阶。可以看到步长越小得到的误差越小，结果越精确。通过于上个例题进行对比我

们可以看出边界条件的精度对数值解的代数精度还是具有影响，精度越高得到的数值解也更精确。 
如图 2，展示了近似值与精确值的拟合图像，近似解与精确解几乎重合，我们能更直观的看出近似

解的精度。 
例题 3： 

( )
( ) ( )

2sin ,0

0 0, 0

y y x x

y y

′′ − = − ≤ ≤

π =

π


=
 

可以求出精确解为 ( )siny x= 。 
根据 3.3 节介绍的 Taylor 展开处理边界差分方程组离散到八阶精度进行计算，对上述方程组进行离 
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散求解，取等步长
b ah

n
−

= ，最大误差为 errm ye yn= − ， 8

errmR
h

= 。 

 

 
Figure 2. Example 2 Comparison diagram of approximate solution and exact solution 
图 2. 例题 2 近似解与精确解对比图 

 

从表 3 中的数据我们可以显然的看到当步长取相对较大时就已经能达到很小的误差，当 n 取到 40 时

几乎已经达到双精度的上限，也就是近似值与精确值在无限接近了。从 R 的数值在减小我们可以确定差

分格式的阶数至少为八阶精度。得到的这个结果还是很理想的。 
 

Table 3. Example 3 Error comparison under non-synchronization length 
表 3. 例题 3 不同步长下的误差对比 

n errm R 

5 4.4555e−07 1.8342e−05 

10 1.2015e−09 1.2662e−05 

20 3.9113e−12 1.0553e−05 

40 4.6074e−15 3.1823e−06 

 
从图 3 我们可以看出近似值的离散点和精确解的拟合情况是几乎完全重合的，这样我们也能看出五

点差分格式求出的数值解的精确性很高。 

5. 结论 

本文讨论在第一类边值条件下求解常微分方程边值问题的五点差分格式，求解常微分方程边值问题

的差分格式有多种，五点差分格式相对较简单，但是却能大大提高精度，解出离散线性方程组后需要对

边界条件进行处理后才能求解，本文讨论了两种处理方法，由于得到的是特殊的五对角矩阵用 LU 分解[6]
了解到计算量约为 O (49n)然后推广的追赶法最终求得离散数值解。广义 Peano 定理同样适用于第二类边

https://doi.org/10.12677/orf.2022.121006


李明英 
 

 

DOI: 10.12677/orf.2022.121006 67 运筹与模糊学 
 

值和第三类边值条件。 
用所得到的五点差分格式进行算例计算近似数值解误差得到了大大提高，常微分方程稳定的情况下

差分格式的具有最高阶精度达到五阶。误差达到了 10−10，边界处理精度达到六阶时，差分格式精度为七

阶，误差低到 10−14。当边界差分方程精度达到八阶时，我们得到的差分格式最高精度的阶数为八阶。这

个误差精度是我查阅到的差分格式中最小的了。而且这个计算量小，所以我们得到的五点差分格式是可

行的并且是实用的。 
 

 
Figure 3. Example 3 Approximate solution and exact solution comparison diagram 
图 3. 例题 3 近似解与精确解对比图 
 

本文只对一种简单式的二阶常微分方程 ( ) ( ) ( )y x p x y q x′′ + = 边值问题进行求解。由(2.1)得出的五点差

分格式最高阶精度为九阶。在数值算例中我们能得到更精确的数值解。同时我们全文考虑的都是在等步长

情况下，考虑差分格式的收敛性还可以通过数据来确认，以 4r err h=  (err 是最大误差，h 为步长)，如果

存在一个 k，使得 r 常数的上下波动，则这个差分格式收敛，且最终得到 k 的值就是差分格式的最高阶精度。 
本文通过构造具有最高代数精度的二阶导数的组合式近似，构造了具有最高阶精度的等步长的五点

差分格式，这是一种构造高阶精度差分格式的方法，可以推广到更多点和变步长情形。构造出格式后，

还可以运用广义 Peano 定理给出它的简洁的误差表达式。 
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