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摘  要 

基于约束区间运算，本文研究了区间线性微分方程组的基本解矩阵，利用约束区间矩阵特征值，给出了

区间线性微分方程组零解渐近稳定、稳定、不稳定的充要条件。具体的例子表明，区间线性微分方程零

解的稳定性，不仅随着约束区间表达式中参数的变化而变化，个别问题也随着方程组维数的变化而变化。 
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Abstract 
Based on the constrained interval algorithm, this paper studies the fundamental solution matrix of 
interval linear differential equations, and gives the necessary and sufficient conditions for the asymp-
totic stability, stability and instability of the zero solution of interval linear differential equations 
by using the eigenvalues of the constrained interval matrix. Specific examples show that the sta-
bility of the zero solution of interval linear differential equations changes not only with the change 
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of the parameters in the constrained interval expression, but also with the change of the dimen-
sion of some equations. 
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1. 引言 

在工程领域中，许多与变化率有关的实际问题被描述为微分方程问题。然而，在系统建模的过程中

和系统输入参数的测量中，常常会遇到不确定因素的影响，比如模糊、随机、扰动参数，因此，不确定

微分方程越来越受到人们的关注。在某些情况下，人们找不到系统中变量不确定因素的规律，但是能找

到或者给出可以接受的变量的界限。在这样的情况下，将区间分析引入到微分方程的研究中，从而出现

了区间微分方程的研究分支。 
目前，对于区间数，主要有以下两种类型的区间运算：一是由 Moore 等人提出的标准区间运算[1] 

[2]，标准区间运算用闭区间变量代替点变量进行运算，但是实数理论中的一些运算性质在标准区间运算

中并不成立，比如加法逆不存在，区间运算的分配律不满足，这就导致实数理论中的很多经典结论，不

能推广到区间运算；二是由 Lodwick 提出的约束区间运算[3] [4]，约束区间运算将区间表示为从 [ ]0,1  
(参数)到具有非负斜率(区间宽度)的线性表达式的映射，而表达式空间具有实数空间的运算性质，克服

了标准区间运算中加法逆不存在和分配律不满足的固有问题，因此可以将微分方程中一些经典的结论，

推广到区间微分方程。 
基于标准区间运算，研究区间向量值微分方程的文献较为有限[5] [6] [7] [8] [9]。Michel 等人[5] [6] 

[7]针对一类状态矩阵含扰动参数的一阶自治常微分方程组初值问题，系统地讨论了区间分析在线性系统

中的应用问题。与此同时，也对带扰动项的线性微分方程组的所有可能解的界估计展开了研究[8]；
Goldsztejn 等人[9]利用计算机断层扫描研究区间矩阵指数函数的区间估计问题。目前，对于区间微分方

程组的研究，研究者们采用标准区间分析，仅仅对含扰动参数的常微分方程组的矩阵指数函数或者解进

行界估计，而不能像经典微分方程那样去定义区间微分方程的基解矩阵，进而也很少看到关于区间微分

方程组平衡解稳定性的研究。 
Lodwick提出约束区间运算后，研究者们将约束区间运算用于区间最优化[10] [11] [12]的研究，同时

对区间微分方程组展开研究[13] [14] [15]。Mizukoshi [13] [14]等人通过对区间特征值问题的研究，获得

了二维区间线性微分系统的稳定性和三维区间线性微分系统中双曲奇点的分类。Cecconillo [15]等人定

义并获得了区间非线性微分方程的约束区间解，并将其用于分析流行病学非线性微分方程模型，从而预

测巴西 Sars-Cov-2传染病的时间演化。特别地，由 Chalco-Cano等人提出的单层约束区间运算[16]，实际

上是约束区间运算的特殊情形，该运算将约束区间运算中涉及到的不同参数都规定为同一参数，这大大

简化了区间运算中的不确定性，因此，单层约束区间运算也被研究者们用于解决各种问题[17] [18] [19]，
但是，单层约束区间运算不能很好地体现区间运算的本质特征。 
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对于微分方程，人们在实分析领域对微分方程解的行为进行了定性分析，特别是平衡点的局部定性

分析[20]。本文采用约束区间运算，基于区间二维线性齐次微分方程的稳定性结论[13]，研究具有区间参

数和区间初始条件的高维微分方程组，探讨区间线性齐次微分方程组的基解矩阵，并对区间微分方程组

初值问题进行定性分析。 
本文的组织结构如下。第 2 节介绍了一些预备知识，包括约束区间和约束区间矩阵的概念和运算。

第 3 节介绍了区间特征值问题的主要结果，并引入区间矩阵指数函数的概念，在此基础上，给出了 n 维

区间线性微分方程的基解矩阵，进一步对其平衡点进行了稳定性分析，得到了 n 维区间线性微分方程渐

近稳定、稳定、不稳定的条件。第 4 节给出了三个例子来证明我们的结论。最后在第 5 节总结。 

2. 预备知识 

本节介绍约束区间运算的一些基本概念。设 IR 表示所有有界闭区间的集合，即 

[ ] [ ]{ }, | , ,IR x x x x x x x R= = ≤ ∈ . 

IR上的区间数运算由Moore等人提出，被称为标准区间运算。标准区间运算是区间端点上的运算[2]，在

标准区间运算中， [ ] [ ] [ ], , , 0x x x x x x x x− = − − ≠ ；当 [ ]0 x∉ 时， [ ] [ ] [ ], , , 1x x x x x x x x÷ = ≠ ；对于

,k l R∈ ， ( )[ ] [ ] [ ], , ,k l x x k x x l x x+ = + 当且仅当 0kl ≥ ，因此，标准区间运算的加法和乘法不可逆，且

不满足分配律，被赋予标准区间运算的区间数空间不是线性空间。 
为了避开这些困难，Lodwick [3]给出了约束区间运算。区间被重新定义为从 [ ]0,1 到具有非负斜率的

一次多项式的映射。 
定义 1 [3]称实单值函数 

( ) 0, 1x x x xx xγ γ ω γ= + ≤ ≤ , 

为区间 [ ] [ ],x x x= 的约束区间表示，其中 xγ 为约束在 0 到 1 之间的参数， 0x x xω = − ≥ 表示区间的宽度。 
相应地，约束区间运算定义如下： 

[ ] [ ] [ ] [ ] ( ) ( ){ }, | ,0 1,x x y y x yx y z z z z z x yγ ω γ ω γ γ= = = = + + ≤ ≤� � , 

其中 { }minz z= ， { }maxz z= ， { }, , ,∈ + − × ÷� 。 
注 1 约束区间运算本质上是一个全局优化问题，首先将区间转换为 [ ]0,1 上具有非负斜率的线性函数，

其次在表达式的层面进行运算，最后通过全局优化返回区间。显然，表达式中涉及的区间越多，计算就

越困难。 
与标准区间运算不同，约束区间分析通过在 [ ]0,1 上定义的参数 γ ，以显式的方式保持了算术运算的

依赖性或独立性，从而具有我们所期望的代数性质。具体来说： 

[ ] [ ] ( ) ( ){ } [ ]| , 0 1 0,0x x x x xx x z z x xγ ω γ ω γ− = = + − + ≤ ≤ = , 

当 [ ]0 x∉ 时： 

[ ] [ ] ( ) ( ){ } [ ]| , 0 1 1,1x x x x xx x z z x xγ ω γ ω γ÷ = = + ÷ + ≤ ≤ = , 

此外，还满足了乘法对加法的分配律： 

[ ] [ ] [ ]( ) ( ) ( ) ( )( ){ }
( ) ( ) ( )( ){ }

[ ] [ ] [ ] [ ]

, ,

, ,

| ,0 1

| ,0 1

.

x x y y z z x y z

x x y y x x z z x y z

x y z x y z

x y x z

x y x z

υ υ γ ω γ ω γ ω γ γ γ

υ υ γ ω γ ω γ ω γ ω γ γ γ

× + = = + × + + + ≤ ≤

= = + × + + + + ≤ ≤

= × + ×
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注 2 [4]对于约束区间运算，我们有 [ ] [ ] [ ]0,0x x− = 和 [ ] [ ] [ ] [ ]( )1,1 0x x x÷ = ∉ ，然而，这是运算的性

质，而不是区间数空间中加法逆和乘法逆的存在。换句话说，并不是说基于约束区间运算区间数具有逆

元且满足分配律，而是在表达式的空间中满足这些运算性质。 
关于区间的约束参数表示和约束区间运算的更多详细性质见文献[3] [4]。接下来引入区间矩阵的概

念和运算性质。 
定义 2 [2]矩阵的每个元素都是区间的矩阵称为区间矩阵， m n× 区间矩阵定义为 

[ ] ( )ijA a =   ，其中 ija IR  ∈  ， 1,2, ,i m= � ， 1,2, ,j n= � 。 

m n× 区间矩阵集合表示为 m nIR × 。特别地， 1n× 区间矩阵就是区间向量，记为 nIR 。 
对于区间矩阵 [ ]A ，根据定义 1 可给出其相关的约束区间矩阵 ( )A γ  [13]： 

[ ] ( ) ( )( )ijA A aγ γ= = , 

其中 ( )ijγ γ= ， [ ]0,1ijγ ∈ ， ( )
ijij ij ij aa aγ γ ω= + ，

ija ij ija aω = − ， 1,2, ,i m= � ， 1,2, ,j n= � 。 
将矩阵表示约束区间矩阵会带来很大的方便，比如下列关于对称矩阵的例子。 
例 1 考虑区间矩阵 

a b
b c
 
 
 

,                                       (1) 

其中 [ ]5, 2a∈ − − ， [ ]3,2b∈ − ， [ ]1,3c∈ 。用标准区间运算，(1)可表示为 

[ ] [ ]
[ ] [ ]

5, 2 3,2
3,2 1,3

 − − −
 − 

,                                   (2) 

这个区间矩阵并不是对称的，因为标准区间运算中各区间相互独立，比如我们可以取第一行元素的左端

点和第二行元素的右端点，得到 

5 3
2 1
− − 
 
 

, 

显然它并不是对称矩阵。然而，用约束区间运算，(1)可表示为 

1 2

2 3

5 3 3 5
3 5 1 2

γ γ
γ γ

− + − + 
 − + + 

,                                  (3) 

其中 1 2 3, ,0 1γ γ γ≤ ≤ ，从表达式空间来说，它总是对称的。由此可见，约束区间运算可以通过参数 γ 编

码独立性、依赖性和对称性。 
区间矩阵运算，可以用约束区间运算在表达式空间中来实现，它的运算性质，和实数矩阵的运算性

质一致。 

3. 区间线性微分方程的定性分析 

在数学建模中，当建立的模型是微分方程模型时，往往会涉及到初始值和系数的测量，当知道这些

参数的容许误差时，就可以建立区间微分方程模型。本节研究区间不确定性下的 n 维线性微分方程，采

用约束区间的表达形式，对其初值问题进行定性分析。考虑 n 维区间线性微分方程 

( ) [ ] ( )
( ) [ ]0 0

,

,

x t A x t

x t x

′ =


=
                                   (4) 
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其中 ( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2, , , nx t x t x t x t= � ， [ ] [ ] [ ] [ ]( )T

0 10 20 0, , , n
nx x x x IR= ∈� ， 

[ ] ( )

11 11 12 12 1 1

21 21 22 22 2 2

1 1 2 2

, , ,

, , ,

, , ,

n n

n n n n
ij

n n n n nn nn

a a a a a a

a a a a a a
A a IR

a a a a a a

×

           
            = = ∈   
 
            

�

�

� � � �

�

。用约束区间表示法，可将方程(4)改写为 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

11 1

1

10 20 0

11 11 1 1

1 1

T

0 10 1 20 2 0, , ,

, , , ,

,

n

n nn

n

a n n a

n n a nn nn a

x x n n x

a a

x t x t A x t
a a

x t x x x

γ ω γ ω

γ γ γ γ
γ ω γ ω

η ω η ω η ω

+ + 
 

=  
 +



′





+

 + +

 

= +

�

� � � �
�

�

                (5) 

这 里 ( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2, , , , , , ,nx t x t x t x tγ γ γ γ= � ； ( )ijγ γ= ， 0 1ijγ≤ ≤ ，

ija ij ija aω = − ， 1 ,i j n≤ ≤ ；

0 1kη≤ ≤ ，
0 0 0kx k kx xω = − ，1 k n≤ ≤ 。 

因为约束区间矩阵 ( )A γ 本质上是带参数 ( )ijγ γ= ， 0 1ijγ≤ ≤ 的实数矩阵，因此对于 n n× 区间矩阵

( )A γ ，可以类似实数矩阵定义它的范数，即对于每一个 0 1ijγ≤ ≤ ， 

( )
, 1

ij

n

ij ij a
i j

A aγ γ ω
=

= +∑ , 

进而用比较判别法容易验证幂级数 

( ) ( ) ( )2

2! !

mA A
I A

m
γ γ

γ+ + + + +� �  

绝对收敛，其中 I 为 n 阶单位矩阵。据此，可以引入区间矩阵指数函数的概念。 
定义 3 称 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

0
e

! 2! !

k m
A

k

A A A
I A

k m

∞
γ γ γ γ

γ
=

= = + + + + +∑ � �  

为区间矩阵 ( )A γ 的指数函数，其中 I为 n阶单位矩阵， ( )mA γ 是区间矩阵 ( )A γ 的m次幂， ( )0A Iγ = ，

0! 1= ，并且 ( )eA n nRγ ×∈ 。 
对任意的 ( )A γ ， ( ) n nB Rγ ×∈ ，容易证明如下性质： 
(i) 若 ( ) ( ) ( ) ( )A B B Aγ γ γ γ= ，则 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )e e e e eA B A B B Aγ γ γ γ γ γ+ = = 。 

(ii) ( )( ) ( )1
e eA Aγ γ− −= 。 

(iii) 若 ( )P γ 是非奇异的区间矩阵，则
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1e eP A P AP Pγ γ γ γγ γ
− −= 。 

利用区间矩阵指数函数，我们可以仿照经典常微分方程给出有关区间线性微分方程组的基解矩阵。 
定理 1 矩阵 

( ) ( ), eA tX t γγ =                                      (6) 

是(5)的基解矩阵，且 ( )0,X Iγ = 。 
证 由定义易知 ( )0,X Iγ = 。(6)对 t 逐项求导，可以得到 
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( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

3
2 2 1

, e

2! 1 !

e

, .

A t

m
m

A t

X t

A A
A A t t t

m

A

A X t

γ

γ

γ

γ γ
γ γ

γ

γ γ

−

′=

= + + + +

=

=

′

+
−

� �  

因此 ( ),X t γ 是(5)的解矩阵，又 ( )det 0, det 1 0X Iγ = = ≠ ，进而 ( ),X t γ 是(5)的基解矩阵。证毕。 
注 3 对于标准区间运算，即使退化为一维，即 

( ) [ ] ( ),x t a a x t′ =                                    (7) 

的情形。即便区间函数项级数
[ ]2 21

2!
,a a

t t+ + +�绝对收敛，也不能定义 

[ ] [ ] [ ]2, 2,
e 1 ,

2!
a a t a a

x a a t t= = + + +�为该区间微分方程基本解。事实上，由于区间值函数的导数加法运算

不满足可加性[21]，即 ( )f g f g′′ ⊆ + ′+ ，所以 

[ ] [ ] [ ]32 2,
, ,

2!
a a

x a a a a t t+′ ≠ + +� , 

又由于标准区间运算中分配律不成立[2]，所以 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]3 2
2 2 2, ,

, , , 1 ,
2! 2!

a a a a
a a a a t t a a a a t t

 
 + + + ≠ + + +
 
 

� � , 

因此， [ ],e a a tx = 不是(7)基本解。 
定理 1告诉我们，(5)的基解矩阵是 ( )eA tγ ，由定义可知它是一个收敛的无穷级数。为了对初值问题(5)

进行定性分析，需要讨论基解矩阵 ( )eA tγ 的结构。结合经典线性微分方程中的相关内容，考虑对系数矩

阵进行对角化，而从线性代数理论可知，矩阵对角化需要特征值和特征向量的概念。因此，引入区间矩

阵的特征值与特征向量是必要的。 
定义 4 [13]对于(5)中的 n 阶区间矩阵 ( )A γ ， ( )λ γ 是它的特征值当且仅当 

( ) ( ) ( ) ( ){ }, 0, ,0 1ij ijAλ γ γ λ γ γ γ γ∈ = ≠ = ≤ ≤x x x ,                     (8) 

即 

( ) ( ) ( )( ) ( ){ }det 0, ,0 1n ij ijA Iλ γ γ λ γ γ γ γ∈ − = = ≤ ≤ ,                     (9) 

其中 nI 为 n 阶单位矩阵。称 ( ) ( )( )det 0nA Iγ λ γ− = 为 ( )A γ 的特征方程， x 为 ( )λ γ 对应的特征向量。 
如果约束区间矩阵 ( )A γ 有 n 个彼此互异的特征值 ( ) ( ) ( )1 2, , , nλ γ λ γ λ γ� ，那么 ( )A γ 可对角化： 

( ) ( )

( )

( )

( )

1

2

e 0 0

0 e 0, e

0 0 e n

t

t
A t

t

X t

λ γ

λ γ
γ

λ γ

γ

 
 
 

= =  
 
 
 

�

�
� � � �

�

 

如果约束区间矩阵 ( )A γ 的特征方程有重根，那么需要对 ( )A γ 进行 Jordan 标准化。 
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定理 2 对于 n 阶区间矩阵 ( )A γ ，必存在非奇异的区间矩阵 ( )P γ ，使得 

( ) ( ) ( ) ( )1J P A Pγ γ γ γ−= , 

其中 ( )J γ 是 ( )A γ 的 Jordan 标准型，即 

( )

( )
( )

( )

1

2

0 0
0 0

0 0 s

J
J

J

J

γ
γ

γ

γ

 
 
 =  
  
 

�
�

� � � �
�

, 

其中 

( )

( )
( )

( )
( )

( )

1 0 0
0 0 0

1,2, ,
0 0 1
0 0 0

i

i

i

i

i

J i s

λ γ
λ γ

γ
λ γ

λ γ

 
 
 
 = =
 
 
 
 

�
�

�� � � � �
�
�

 

为 in 阶 Jordan 块，且 1 2 sn n n n+ + + =� ； ( ) ( ) ( )1 2, , , sλ γ λ γ λ γ� 是 ( )A γ 的特征值。 
定理 2 的证明与实数矩阵理论中 Jordan 标准型的证明完全类似。下面给出约束区间矩阵 Jordan 标准

化的例子。 

例 2 矩阵 ( )
2 1

4
A γ

γ
 

=  
 

，由(9)可知 ( )A γ 的特征值为 ( )1 3 1λ γ γ= + + ， ( )2 3 1λ γ γ= − + ，对应

的特征向量分别为 ( ) ( )T

1 1,1 1v γ γ= + + ， ( ) ( )T

2 1,1 1v γ γ= − + 。取 

( ) ( ) ( )( )1 2

1 1
,

1 1 1 1
P v vγ γ γ

γ γ

 
= =   + + − + 

, 

那么 
( ) ( ) ( ) ( )1

1 11 1 1 2 11
4 1 1 1 12 1 1 1 1

3 1 0
.

0 3 1

J P A Pγ γ γ γ

γ
γ γ γγ γ

γ

γ

−=

   − + −  
=        + + − +− + − − +    
 + +

=  
 − + 

 

这里 ( ) ( )
( )

1

2

0
0

J
J

J
γ

γ
γ

 
=  
 

，其中 ( )1 3 1J γ γ= + + ， ( )2 3 1J γ γ= − + 。 

例 3 矩阵 ( )
2

1

1

1 3 2 0
0 2 1
0 0 2

A
γ

γ γ
γ

+ 
 = − + − 
 − + 

的特征值为 ( )1 1λ γ = ， ( )2 12λ γ γ= − +  (二重)，对应的特征向 

量分别为 ( ) ( )T
1 1,0,0v γ = ， ( ) ( )T

2 2 1,3 2 3 ,0v γ γ γ= + − + 。取 ( ) ( )T
3 , ,v a b cγ = 使得 ( )1v γ ， ( )2v γ ， ( )3v γ

线性无关，不妨取 23 2a γ= + ， 12b γ= − + ， ( )13c γ= − − + 。取 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

2 2

1 2 3 1 1

1

1 3 2 3 2
, , 0 3 2

0 0 3
P v v v

γ γ
γ γ γ γ γ γ

γ

+ + 
 = = − + − + 
 − − + 

, 
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易得 

( )

( )( )

( )

1 2
2

2 1

1 1

1 1
2

1 1

1

2 3 2
3 2

3 2 3
1

3 3
210

3 3
10 0

3

P

γ γ
γ

γ γ
γ γ

γ
γ

γ γ

γ

−

− + + 
+ − + − + −

 − + − +
 

− + =  − + − + 
 

− − +  
 

, 

那么 

( ) ( ) ( ) ( )1
1

1

1 0 0
0 2 1
0 0 2

J P A Pγ γ γ γ γ
γ

−

 
 = = − + 
 − + 

. 

这里 ( ) ( )
( )

1

2

0
0

J
J

J
γ

γ
γ

 
=  
 

，其中 ( )1 1J γ = ， ( ) 1
2

1

2 1
0 2

J
γ

γ
γ

− + 
=  − + 

。 

根据定理 1，定理 2 及矩阵指数函数性质(iii)，方程组(5)有基解矩阵 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1

1e e e
P J P tA t J tP P
γ γ γγ γγ γ

−
−= = .                        (10) 

因而 ( ) ( ) ( )e eA t J tPγ γγ= 。由于可逆矩阵 ( )P γ 把一组基变成另一组基，因此 

( ) ( ) ( )eJ tX t P γγ=                                   (11) 

也是方程组(5)有基解矩阵。由(10)或(11)都可以得到基解矩阵的具体结构。 
下面利用 n 维区间线性微分方程组基解矩阵的约束区间表达，结合 ( )A γ 特征值的符号来给出方程

组(5)零解的稳定性。 
定理 3 对于 γ 的适当选择，若 ( )A γ 的所有特征值均具有负实部，则方程组(5)的零解是渐近稳定的；

若 ( )A γ 的全部特征值都是非正的，且实部为零的特征值所对应的 Jordan 块都是一阶的，则方程组(5)的
零解是稳定的；若 ( )A γ 的特征值中至少有一个实部为正，或至少有一个特征值实部为零且其对应的

Jordan 块的阶数大于 1，则方程组(5)的零解是不稳定的。 
证 区间线性方程组(5)满足 ( )0 0t =x x 的解为 

( ) ( ) ( )( )0
0 0 0,, , , , eA t tt t t γγ η γ −= =x x x x . 

根据定理 2 及矩阵指数函数性质(iii)，有 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1

0 0 0 1e e eA t t P J P t t J t tP Pγ γ γ γ γγ γ
−− − − −= = , 

由于 ( )J γ 及 ( )( )1,2, ,kJ k sγ = � 的特殊形式，利用定义 1 容易得到 

( )( )

( )( )

( )( )

( )( )

1 0

2 0
0

0

e 0 0

0 e 0e

0 0 e s

J t t

J t t
J t t

J t t

γ

γ
γ

γ

−

−
−

−

 
 
 

=  
 
 
 

�

�
� � �

�

, 
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且 ( )( ) ( ) ( )( )0 0
0e ek kJ t t t t

kD t tγ λ γ− −= − ，其中 

( )

( ) ( )
( )
( )
( )

2 1
0 0

0

2
0

0
0

0

1
2! 1 !

0 1
2 !

0 0 0
0 0 0 1

k

k

n

k

n

k k

t t t t
t t

n

t t
t tD t t n

t t

−

−

 − −
 −

− 
 

− 
− − = − 

 
 

− 
 
 

�

�

� � � �
�
�

, 

这里 kn 是特征值 ( )kλ γ 的重数。 
由于对 ( )( )0 1ij ijγ γ γ= ≤ ≤ 的每一个参数选择，都是一个确定的问题来计算特征值，且对每一个 γ ，

约束区间表示为一个实数，因此适当选择 γ ，当 ( )A γ 的特征值都具有负实部时，取 
( ){ }

1,2, ,
max Re 0kk s

β λ γ
=

= <
�

，则 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0

0

1
0 0

1
0 0

1
.

, , e e

e

A t t J t t

s
t t

k
k

t P P

P P D t t

γ γ

β

γ η γ γ

γ γ

− −−

−−

=

≤ ≤

≤ −∑

x x x

x
                       (12) 

由于 ( )0kD t t− 是 0t t− 的多项式，且 0β < ，所以必有 0M > ，当 0t t≥ 时有 

( ) ( ) ( ) ( )01 2
0

1
e

s t t

k
k

P P D t t M
β

γ γ
−−

=

− ≤∑ .                           (13) 

将式(13)代入式(12)得， 

( ) ( )02
0, , e

t t
t M

β

γ η
−

≤x x .                                 (14) 

由(14)可知方程组(5)的零解是渐近稳定的。 
对于 γ 的其他选择，当 ( )A γ 的特征值均具有非正实部且零实部的特征根对应简单初等因子时，零

实部特征根 ( )
0kλ γ 所对应的 Jordan 块 ( )

0kJ γ 的指数矩阵为 

( )( ) ( )( )0 00 0

1 0
e e

0 1

k kJ t t t tγ λ γ− −
 
 =  
 
 

�
� � �
�

, 

且
( )( )00e 1k t tλ γ − = 。而所有负实部特征根 ( )kλ γ 对应的 ( )( )0e k t tλ γ − 形式不变。所以式(12)中一些零实部特征

值对应的 ( ) ( )0
0 0 e t t

kD t t β −− 将改为正常数
0kd ，而与负实部特征根对应的 ( ) ( )0

0 e t t
kD t t β −− 不变，由式(12)

得到的估计式为 

( ) ( )02
1 2 0, , e

t t
t M M

β

γ η
− 

≤ +  
 

x x . 

所以方程组(5)的零解是稳定的。 
当我们适当选择 γ 使得 ( )A γ 有正实部或多重因子特征值时， ( )( )0e kJ t tγ − 中至少有一些当 t → +∞时无

界，从而使得 ( )0 0,, ,t tγx x 无界，所以方程组(5)的零解不稳定。 

4. 数值算例 

例 4 考虑文献[13]中的扰动谐振子模型 
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( ) ( ) ( )2
02 0x t x t x tβ ω+ ′ +′ =′ ,                              (15) 

其中 ( )0 1x = ， ( )0 0x′ = ， 0.05β ≅ ， 0 1ω = 。作变量代换 ( ) ( )1x t y t= ， ( ) ( )2x t y t′ = ，(15)改写为 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2

2 1 2

,

2 ,

y t y t

y t y t y tβ

′ =
 ′ = − −

                               (16) 

即 

( ) ( )
0 1
1 2

y t y t
β

 
= 


′ − − 
,                                (17) 

如果 [ ]0,0.1β = ，基于约束区间运算，(17)可写为 

( ) ( )
0 1

, ,
1 0.2 0.2

y t y tγ γ
γ

 
=  − − + 

′ .                           (18) 

其中 0 1γ≤ ≤ 。由(9)解得 ( ) ( )20.1 0.1 0.1 100 1iλ γ γ γ= − + ± − − 。 
当 1γ < 时， ( ) ( )Re 0 1,2j jλ γ < = ，由定理 3 知方程组(18)的零解渐近稳定；当 1γ = 时， 

( ) ( )Re 0 1, 2j jλ γ = = ，且 ( )jλ γ 所对应的 Jordan 块都是一阶的，故方程组(18)的零解稳定。这和文献[13]
的结果是一致的。 

例 5 考虑 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 2 3

10 ,

,

10 ,

x t x t x t x t

x t x t x t x t

x t x t x t x t

α

β ζ β

α

′ = − + +

′ = + +

 ′ = − −

                            (19) 

其中 [ ]2,3α = − ， [ ]0,1β = ， [ ]5,3ζ = − 。采用约束区间运算可将(19)改写为 

( ) ( )
1

2 3 2

1

1 10 2 5
, 5 8 ,

2 5 10 1
x t x t

γ
γ γ γ γ γ

γ

− − + 
 = − + 
 − + − − 

′ .                      (20) 

其中 ( )T
1 2 3, ,γ γ γ γ= ， ( )0 1 1,2,3i iγ≤ ≤ = ，令 ( ) ( )( )det 0nI Aλ γ γ− = ，即

1

2 3 2

1

1 10 2 5
5 8 0

2 5 10 1

λ γ
γ λ γ γ
γ λ

+ − −
− + − − =
− +

，

由于 

( )( )( )

1 1

2 3 2 2 3

1 1 1

1 1

2 3 2

1

1 3 1

1 10 2 5 3 5 0 0
5 8 5 8 0

2 5 10 1 2 5 10 1 5

3 5 0 3 5
5 8

2 5 10 1

3 5 5 8 1 5 ,

λ γ λ γ
γ λ γ γ γ λ γ
γ λ γ λ γ

λ γ λ γ
γ λ γ γ
γ λ

λ γ λ γ λ γ

+ − − + −
− + − − = − + −
− + − − +

+ − + −
= − + − −

− +

= + − + − − +

 

故 ( )1 13 5λ γ γ= − + ， ( )2 35 8λ γ γ= − + ， ( )3 11 5λ γ γ= − 。 
可以选择 iγ ， 1,2,3i = ： 

1
1 3,
5 5

γ  ∈ 
 

, [ ]2 0,1γ ∈ , 3
50,
8

γ  ∈  
, 
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使得 ( ) ( ) ( )1 2 3, ,λ γ λ γ λ γ 均小于 0，从而方程组(20)渐近稳定。 
同理，也可以选择下列不同的 iγ ： 

1
1 3,
5 5

γ  =   
, [ ]2 0,1γ ∈ , 3

50,
8

γ  ∈   
, 

使得 ( )1λ γ ， ( )2λ γ ， ( )3λ γ 都是非正的，且实部为零的特征值所对应的 Jordan 块都是一阶的，进而方程

组(20)稳定。 
此外，对于 iγ 的下列取法： 

(i) 1
10,
5

γ  ∈  
, (ii) 1

3 ,1
5

γ  ∈  
, (iii) 3

5 ,1
8

γ  ∈  
, 

上面任一种取法都将使得区间特征值的实部为正，因此方程组(5)的零解是不稳定的。 
例 6 考虑 n 维区间线性方程组 

[ ]
[ ]

[ ]

[ ]

10, 5 1 1 1
1 10, 5 1 1
1 1 10, 5 1

1 1 1 10, 5

x x

 − −
 − − 
 = − −
 
 
 − − 

′

�
�
�

� � � �
�

,                   (21) 

用约束区间运算，(21)可改写为 

( ) ( )

10 5 1 1 1
1 10 5 1 1

, ,1 1 10 5 1

1 1 1 10 5

x t x t

γ
γ

γ γγ

γ

− + 
 − + 
 = − +
 
 
 − +

′

 

�
�
�

� � � �
�

.               (22) 

其中 [ ]0,1γ ∈ 。因为 

( )

( )

10 5 1 1 1 1
10 5 1 1 1 1

10 5 1 1 1 1

10 5 1 1 1 1

10 5 ,

A

I B

γ
γ

γ γ

γ

γ

− +   
   − +   
   = +− +
   
   
   − +   

= − + +

�
�
�

� � � � �
�

 

而矩阵 B 的秩为 1，即有 
1n nI B nλ λ λ −− = − , 

从而矩阵 B 的特征值为 ,0,0, ,0n �  ( 1n − 个 0)，进而矩阵 ( )A γ 的特征值为 
10 5 , 10 5 , 10 5 , , 10 5n γ γ γ γ− + − + − + − +�  ( 1n − 个)。由于对任意 [ ]0,1γ ∈ ，都有 10 5 0γ− + < ，故方程组

(22)的稳定性取决于特征值 10 5n γ− + 。 
当 4n ≤ 时，对于任意 [ ]0,1γ ∈ ，均有 10 5 0n γ− + < ，故方程组(22)都渐近稳定。 
当 5n = 时，需要对 [ ]0,1γ ∈ 分情况讨论：当 [ )0,1γ ∈ 时，  10 5 0n γ− + < ，方程组(22)渐近稳定；而

当 1γ = 时，  10 5 0n γ− + = ，方程组(22)稳定。 
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当 6 9n≤ ≤ 时，分情况讨论：当
100,

5
nγ − ∈  

时， 10 5 0n γ− + < ，方程组(22)渐近稳定；
10

5
nγ −

=

时， 10 5 0n γ− + = ，方程组(22)稳定；
10 ,1

5
nγ − ∈  

时， 10 5 0n γ− + > ，方程组(22)不稳定。 

当 10n = 时，同理，当 0γ = 时，方程组(22)稳定，当 ( ]0,1γ ∈ 时，方程组(22)不稳定。 
当 11n ≥ 时，对于任意 [ ]0,1γ ∈ ，方程组(22)都不稳定。 

5. 结论 

本研究从约束区间的表达方式出发，获得了 n 维区间线性方程组的基解矩阵，利用区间特征值和基

解矩阵的具体结构，证明了 n 维区间线性方程组零解的稳定性。三个数值实验验证了稳定性的理论结果，

并得到了区间系统零解稳定性不仅取决于约束区间参数，有些问题也取决于区间维数。 
事实上，基于约束区间运算，在线性问题上保持了与经典实分析相似的结果。这种相似性对于处理

具有不确定性的系统具有很大的优势。随后的研究将着眼于非线性问题。然而，由于约束区间运算的过

程是一个全局优化过程，其中所有的计算都在表达式空间中执行，每当在计算中添加新的区间时，都会

引入一个新的参数 γ ，这将导致更大的计算难度，因此，对于非线性区间微分方程的稳定性研究仍然是

一个挑战。 
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