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Abstract: For given Kadison-Singer lattices in matrix algebras  2M C  and  3M C  which is generated 

by a maximal nest and rank 1 operator determined by a separating vector, the paper constructs new Kadi-
son-Singer lattices in  4M C  and  which generate the full matrix algebras  and  6M C  4 CM  6M C  

respectively. 
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摘  要：本文在矩阵代数 和 2M C  3M C 中由一个极大套和由一个分离向量决定的秩 1 投影生成的

Kadison-Singer 格及 Kadison-Singer 代数的基础上，将该类投影分别嵌入到矩阵代数 与 4M C  6M C

中，构造出了生成 与 的 Kadison-Singer 格并计算出了相应的 Kadison-Singer 代数。 4M C 6M  C
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1. 引言和基本概念 

von Neumann 代数理论作为自伴算子代数理论的主要研究对象已成为现代数学的重要研究领域。相对于自

伴算子代数，非自伴算子代数理论主要研究对象有套代数、三角代数和自反代数等非常重要的代数，其引入有

界线性算子的结构，如与不变子空间问题的研究密切相关。在文献[1,2]中，葛力明、袁巍将三角性，自反性和

von Neumann 代数的性质融入在一起。引入了一类新的非自伴算子代数，称之为 Kadison-Singer 代数，简称 KS

代数[1,2]。非平凡的 KS 代数是一类非自伴算子代数，并且相对于其“对角”是极大自反的。KS 代数与 von Neumann

代数之间的联系是通过不变投影格体现的[3]。这些投影的子空间是不变的，此投影格是自反的,一般在有限维空

间中通过分配格研究其自反性[4]。而它在生成 KS 代数的对角换位子的意义下具有“极小性”[5]。因此，KS 代

数具有三角代数，自反代数和 von Neumann 代数的特点，KS 代数中不变子空间投影格反应了 KS 代数与 von 

Neumann 代数的关系。 

在文献[3]中，Hou C. J.证明了可分希尔伯特空间上套在秩 1 投影下 P ( P 为套代数的核的分离向量 所决定

的秩 1 投影)下的单点扩张 L 是 KS 格。在文献[5]中，董瑷菊等证明了在相似意义下   2L L M C 是生成  2M C
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的唯一 KS 格；生成 的每个 KS 格都相似于 或 3M C 0L 0-I L ，且 是单点扩张下生成 的 KS 格。鉴于

此，本文在此基础上，通过由生成 与

0L  3M C

 2M C  C3M 的 KS 格构造了另一类生成   6M4M C 与 的 KS 格，并

加以证明。 

C

令 H 为可分复希尔伯特空间， 为 H 上的有界线性算子的全体，然而 B H  B H 是 Banach 代数。   P B H

 H

 B H

为 上的全体投影构成的集合。本文将不区分 H 上的正交投影和与相应的闭子空间。设 ，记 S

的不变投影格为 。其在强算子拓扑下是闭的。对于 中的正

交投影集 L，我们用

 B H S B

 S P 

 lg

  B H I

  :

 : P AP


Lat P

 0




0, A S 

,



A L A  B H I P AP P  L 来表示保持 L 中的每个投影都不变的有界线性

算子全体形成的代数，它是弱算子拓扑下 的闭子代数。一般地，我们总有   lgA L B H L L at 和

。 Lat  SlgS A

定义 1.1 设 L 是一个子空间格，如果 L 满足  Llgat AL L ，则称 L 是自反投影格，简称 L 是自反的。如

果 中的代数 A 满足 B H   lgA A Lat A

 B H

，则称 A 是自反代数，简称 A 是自反的[1,2]。 

  : ,A B B  H AB   B H定义 1.2 对于 的子集 A，称 BA AA 为 A 在 中的交换子。A 的二次交

换子 A是 A的交换子，即  A A    。 

定义 1.3 若 的子代数 A 满足：1) A 是自反代数；2) 如果 B H  B H 的自反子代数 B 包含 A，即 A B ，

并且有 ，那么* *AB B  A A B ，则称 A 为 Kadison-Singer 代数(或 KS 代数)。若 KS 代数 A 的对角子代数

 * A A 是个因子，则称 A 为 Kadison-Singer 因子(或 KS 因子)。若  B H 中的投影格 L 是生成 von Neumann 代

数 的极小自反格，等价于，L 是自反的，且L  lgA L 是 KS 代数，则称 L 为 Kadison-Singer 格(或 KS 格)[1,2]。 

定义 1.4 设 L 是 上的子空间格， B H E L  :F M L  F M 。定义：1) ， 0 ； 

2) 。总有 恒成立[6]。 

0 

 E F# :E F L   #E E

本文中 nI 表示 n 阶单位阵，在不引起混淆时，简记为 I。令 表示 n 维列向量的全体，用nC  1 2, , ,
T

n   表

示 中的列向量。并引入矩阵代数 中的矩阵单位系统，用nC nM C  , , 1, 2E i j , ,nij   表示 的标准矩阵单

位，即 是第 i 行第 j 列的元素赋值为 1，其余位置赋值为 0 的 n 阶方阵。在第 2 节、第 3 节分别讨论 4 阶与 6

阶矩阵代数中的 KS 格，即

nM C 
ijE

4n  和 型矩阵。 6n 

引理 1.1 设 L 是 上的一个有限投影格，则 L 为完全分配格等价于 B H #E,E L E   [6]。 

引理 1.2 设 V 是无限域上的有限维向量空间，L 是 V 的子空间的有限格，那么，L 是自反的当且仅当 L 是

分配格 。 
]4[

引理 1.3 若 L 是分配格，则 L 的子格也是分配格[7]。 

例 1.1 若
2

2 2 10 , ,L I 1
, 1

1
,

2i j

E


  ijE
 
 
 

 2M C  lgA L，则 L 是生成 的唯一 KS 格，从而 是 KS 代数。并且

 lg
0

a b
: ,

a
L a

 
  

 
b


C

b

  
 
  

[5]。 A

2 3

1 , 1

, ,ij
i i j

E E
 
 

3

2

1

2 ij
j

 
 
 

3 3 110 , , ,L I  3M C11
,

ii
i

E E  的 KS[5]格。 例 1.2 若 E ，则 L 是生成 von Neumann 代数

2. 矩阵代数 中的 Kadison-Singer 格  C4M

我们在例 1.1 的基础上构造了由 和  2, :
0 0 0

P I
C

    
   
    

2M
0 0

P
P L


 


是分离向量 决  1,0, 1,0

T P ( P 

定的秩 1 投影)生成的投影格，研究此投影格生成 von Neumann 代数  4M C 的 KS 格的成立性。下面给出重要结

论及证明。 

命题 2.1 在 中，设投影格 ，其中  4M C  1 2 3 4 5 6 7 80, , , , , , , , ,L I P P P P P P P P
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1 1P E 1

2

2
1

ii
i

P E


 , , , 
3

3
1

ii
i

P E


 
2 4

4
1 , 3

1

2ii ij
i i j

P E E
 

   , 
2

5
, 1

1

2 ij
i j

P E


  ,  

11 13 31 33
6 2

E E E E
P

  
 , , 7 11P E E  33

3

12 13 21 23 31 321
8

2

3
i ii

E E E E E E E
P 

     



,  

则 L 是自反格。 

证明：由引理 1.2 知，要证 L 是自反的，只需证 L 是分配格。根据定义 1.4 得 

1_ 8P P , , , , 2 _ 3P P 3 _P I 4 _ 3P P 5 _ 7P P , 6 _ 4P P , 7 _P I , 8 _P I , , . _I I _0 0

则 

 1# 1 10,P P   P  2 # 1 5 20, ,P P P, P   ,  3# 1 5 6 30, , ,P P P P P   ,  4# 1 2 4 5 40, , , ,P P P P P P   , 

 5# 5 50,P P   P  6# 6 60,P P  , , P  7 # 1 6 70, ,P P P P   ,  8# 5 6 80, ,P P P P   , # ,I I #0 0 . 

由引理 1.1 得 L 是分配格，根据引理 1.2 可知 L 是自反格。 

命题 2.2 在 中，设投影格 4M C   0 2 3 4 5 6 8 00, , , , , , ,L I P P P P P P L L  ，其中 均是命题 2.1

中所对应的投影，则 是生成 von Neumann 代数

2 3 4 5 6 8, , , , ,P P P P P P

0L  4M C 的 KS 格，从而  0lgA L 是 KS 代数。 

证明：先证自反性。根据引理 1.3、命题 2.1 可知 是分配格。从而 是自反的。 0L 0L

再计算       0 4lg : 0, 0A L A I P AP P L     M C 。设    4ijA a  M C ，取 ，根据 

，得到 ，

0iP L

 i iI P A  0 2,3,4,5,6,8P i    4 0 1, 2,3ja j   0 1,2  21 23a a3 ja j ，  及 ， ， 

。所以 
11 33a13a a  33 34 44a a a 

11 12a a  21 22a a

 

11 12 11 33 14

21 22 21 24 21
0

33 44 33 11 12 21 22

44

, ,1 4
lg :

0 0

0 0 0

ij

a a a a a

a a a a a a C i j
A L

a a a a a a a

a

  
                   

,



 

因此， 。 0 ,L CI   0 4L  M C

下证极小性。令 M 为主对角线上元素相等的 2 阶复对称方阵全体构成的集合。设 是 的真子格，1L 0L 10, I L

且 。 1L L  0

1若 ，则 为 8P L 1L 2 3 4 50, , , , ,I P P P P 或 2 3 4 60, , , , ,I P P P P 。当  1 2 3 4 50, , , , ,L I P P P P ，那么有 

      31 32 41 42 43
1 4

33 34 44 11 12 21 22

0
lg :ij

a a a a a
A L a

a a a a a a a

     
       且

M C  

所以 。因此1 2 ,L M CI    1 2L M  M C 1L L0  。当  1 2 3 40, , , , ,L I P P P P 6 ，那么， 

      31 32 41 42 43 21 23
1 4

33 34 44 11 13 33

0,
lg :ij

a a a a a a a
A L a

a a a a a a

      
      且

M C  

则 1 2 ,L I          1 4 12 21 13 24 32 42:ijL b b b b b b b       M C 0 1L L。所以 0  。因此 。 8P L 1

1



若 ，则 ，那么 6P L  1 2 3 4 5 80, , , , , ,L I P P P P P

      31 32 41 42 43 33 34 44
1 4

11 21 12 22 13 23 33

0,
lg :ij

a a a a a a a a
A L a

a a a a a a a

       
          且

M C  

所以 ，1 2 : ,L I
  

  
  

          
C  1 2L M  M C 。因此 1L L0  。故 6 1P L . 

若 ，则 ，那么 4P L 1 8 1 2 3 5 60, , , , , ,L I P P P P P
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      31 32 41 42 43 21 23
1 4

11 12 21 22 11 13 33

0,
lg :ij

a a a a a a a
A L a

a a a a a a a

      
       且

M C  

则 。因此 。故1 3 ,L CI C    1 3L C M C  0 11L L  4P L 。由于 4 8P P P5  ，所以 。 5 1P L

若 ，则 ，那么 3P L 1 8 1 4 5 60, , , , ,L I P P P P

      31 41 43 42 32 11 12 21 22
1 4

21 23 34 33 43 44 11 31 13 33

,
lg :

,ij

a a a a a a a a a
A L a

a a a a a a a a a a

         
         且

M C  

所以 ，因此1 : , ,L C

   
   

 
   
   

    
  
            

1 1L L   1 0L L  3 1P L 3 4 2P P P 2 1P L，所以  。  。故  。由于 

综上所述 。因此 是生成 von Neumann 代数1L L 0 0L  4M C 的 KS 格，从而  0lgA L 是 KS 代数。 

命题 2.2 投影关系图 
 

 
 

命题 2.3 在 中，设投影格 4M C   1 1 2 3 4 5 8 10, , , , , , ,L I P P P P P P L  L ，其中 均是命题 2.1

中所对应的投影，则 是生成 von Neumann 代数

1 2 3 4 4 5 8, , , , , ,P P P P P P P

1L  4M C 的 KS 格，从而  1lgA L 是 KS 代数。 

证明：先证自反性。根据引理 1.3、命题 2.1 可知 是分配格。从而 是自反的。 1L 1L

设 ，取 ，由   4ijA a M C 1iP L    0 1,2,3,4,5,8i iI P AP i  

22a 

，得到 ，以及

， ， 。所以 

 0 1 4ija j i   

11a a13 23 33a a   33a a34  44a 11 12a a

      11 12 22
1 4

33 34 44 11 13 23 33

1 4 , 0,
lg :

, 
ij

ij

j i a a a a
A L a

a a a a a a a

      
       

当 时
M C  

因此 ， 。 1L CI   1 4L  M C

最后证极小性。设 是 的真子格，2L 1L 20, I L 且 2 1L L  。 

若 ，则 ，那么 8P L 2  2 1 2 3 4 50, , , , , ,L I P P P P P

      2 4 11 12 22 33 34 44lg : 1 4 , 0, ,ij ijA L a j i a a a a a a a         当 时M C . 

所以 2 2 ,L CI CI   2   2 2 2L  M C M C  1。因此， 2L L  。故 8P L2 。 

若 ，则 ，那么 4P L 2  2 1 2 3 5 80, , , , , ,L I P P P P P

      2 4 11 12 22 11 13 23 33lg : 1 4 , 0, , .ij ijA L a j i a a a a a a a a          当 时M C  

所以 2 3 ,L CI C    2 3L C  M C 。因此， 2L L1  。故 4P L2 。由于 4 8P P P5  ，所以 。 5 2P L

若 ，则 ，那么，由命题 2.2 的证明过程可知 1P L 2

2 2 : ,L I
  

  
  

         

 2 2 3 4 50, , , , , ,L I P P P P P 8


C ，  2 2L M   M C (M 为主对角线上元素相等的 2 阶复对称方阵全体构成 

的集合 )。因此 。故 。由于 ，所以2 1L L  1P L 2 2 21 5P P P  2P L 。又因 ，所以2 8P P P  3 23P L 。 

综上所述 。因此 是生成 von Neumann 代数2L L 1 1L  4M C 的 KS 格，从而  1lgA L 是 KS 代数。 
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命题 2.3 投影关系图 
 

 

3. 矩阵代数 中的 Kadison-Singer 格  6M C

在例 1.2 的基础上，我们构造了生成  6M C 的 KS 格。与第 2 节构造的投影格方法相同，这里取分离向量

。下面给出结论。 1,0,0, 1,0,0
T  

命题 3.1 在 中，设投影格 ，其中  6M C  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 140, , , , , , , , , , , , , , ,L I P P P P P P P P P P P P P P

1 1P E 1

2

2
1

ii
i

P E


 , , , , 
3

3
1

ii
i

P E


 
4

4
1

ii
i

P E


 
5

5
1

ii
i

P E


  , 
3

6
, 1

1

3 ij
i j

P E


  , 11 14 41 44
7 2

E E E E
P

  
 ,  

3 6

8
1 , 4

1

3ii ij
i i j

P E E
 

   , 
3

9 11
, 2

1

2 ij
i j

P E E


   , 10 11 44P E E P E E E, 11 11 22 44  , 
4 6

12
1 , 5

1

2ii ij
i i j

P E
 

   E ,   

     13 11 44 14 22 23 32 33 41 12 13 21 24 31 34 42 43

3 2 1

5 5 5
P E E E E E E E E E E E E E E E E                ,  

3

14 11 44
, 2

1

2 ij
i j

P E E E


   ,  

则 L 是自反格。 

证明：由引理 1.2 知，要证 L 是自反格，只需证 L 是分配格。根据引理 1.1 得 

_0 0 , , 1_ 13P P 2 _ 14P P , 3_ 4P P ,  _ 12 4,5,10,11,13,14iP P i  , 

6 _ 11P P , , 7 _ 8P P 8 _ 5P P , 9 _ 4P P , 12 _P I , _I I . 

因此 ， #0 0   0  1# 1 10,P P   P ，  2 # 1 2 20, ,P P P P   ，  3# 1 2 6 30, , ,P P P P P  

 10 11 13 14 5, , ,P P P P P 6#

， 

， ， ， 

，

  4P P P 5# 0,P  

P

4 #

7 #

1 2 6 70, , , ,P P P 

 7 70,P P  
1 2 3 4 5 6 7 9, , , , , , ,P P P P P P P P ,  6 60,P P   P

 3 6 8 9 8, ,P P P P P8# 1 20, , ,P P  ,P ，  1 6 90, ,P P P P9 #    10 #  

P

， ， 

， ，

 1 7 100, ,P P P  P

 1 2 70, , ,P P P 11# 11P P 12# 0,P P  2 3 6 7 8 9, , , , , ,P P P P P P 1 12  13# 6 7 130, ,P P P   P ， 

， 1 6 70, , ,P P 14# P 14P P #I I 。所以 L 是分配格，故 L 是自反格。 

命题 3.2 在 中，设投影格 6M C   0 2 4 5 8 12 13 00, , , , , , ,L I P P P P P P L  L ，其中 均是命题

3.1 中所对应的投影，则 是生成 von Neumann 代数

2 4 5 8 12 13, , , , ,P P P P P P

0L  6M C 的 KS 格，从而  0lgA L 是 KS 代数。 

证明：先证自反性。根据引理 1.3、命题 3.1 可知 是分配格。因此 是自反的。 0L 0L

设 ，取 ，根据定义有   6ijA a M C 0iP L    0 2,4,5,8,12,13i iI P AP i  
6 6

可得 ，  1 0 3,4,5,6ia i 

 0 2 6ija j i    ， ， 及
3 3

1 2
1 1

j j
j j

a a
 

   33 4 5
4 5

j j
j j

a a
 

  a a66 14 44 11 34a a a a   ， 。因此， 21 34 24a a a 

     
   

3 3

1 1
1 1

0 6 6 6

4 5 66 14 44 11 34 21 34 24
4 5

0 3,4,5,6 , 0 2 6 ,

lg : ,

, ,

i ij j
j j

ij

j j
j j

a i a j i a a a

A L a

a a a a a a a a a a

 

 

         
   
       
  

 

 
M C

2 33j

 

所以， ， 。 0L CI   0 6L  M C
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下证极小性。设 L1是 L0的真子格， 10, I L 且 1 0L L  。 

若 ，则 那么 8P L 1



 1 2 4 5 12 130, , , , , ,L I P P P P P

     
     

3

1 2 3 2 33
1

1 6 3

11 34 14 44 24 21 34 55 56 66 1 43 33
1

0 3, 4,5,6 , 0 5,6 , 0 4 6 ,

lg :

, , ,

i i i ij j
j

ij

j
j

a a i a i a j i a a

A L a

a a a a a a a a a a a a a





           
   
         
  




M C ,  

那么 

11 12 11 12
1 11 12 22 11 12 22 2* *

12 22 12 22

: , , : , ,
a a a a

L a a a C a a a C CI
a a a a

                       
, 


1 2 2 2 ( ).L CI CI M C    

所以 。故 。 1L L  0

1 13

8P L 1

 1 5 8 120, , , , ,L I P P P P若 ，则 ，计算可得 2P L

     
   

4 4 4

1 2 1 44 2 3
2 2 2

1 6 6 6

11 34 31 14 44 21 34 31 24 4 5 66
4 5

0 4,5,6 , 0 4 6 ,
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, ,
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 

           
   
         
  

  

 
M C  

那么 

11 12 12
11 12 22 23 44

1 12 22 23 44 3
12 11 44 23 11 22 44

12 23 22

, , , ,
: ,

, 2

a a a
a a a a a C

L a a a a I
a a a a a a a

a a a

  
             

  

 1 3 3 .L CI   M C

0

12

 

所以 。故 。 1L L  2P L 1

 1 2 4 5 80, , , , , ,L I P P P P P若 ，则 。因此， 13 1P L

     
   1

6 6
1 6

4 5 66
4 5

0 3, 4,5,6 , 0 2 6

lg :
i ij

ij
j j

j j

a i a j i

A L a
a a a

 

      
     
 

 
M C  

所以 ，11 12
1 11 12 22*

12 22

: , ,
a a

L a a a C
a a

       
   

3CI C  1 2 3L CI C   M C ，由此可知 。 1L L  0

故 。由于 ，所以13 1P L 2 13 4 4 8 1,P P P P P P    4 12 1,P P L 。 2

若 ，则 。由此可得， 5P L 1  1 2 4 8 12 130, , , , , ,L I P P P P P

     
     1 6 21 34 24

6 6 6 3 3
1 6

4 5 6 1 2 33 11 34 14 44
4 5 5 1 1

0 3, 4,5,6 , 0 2,3,4 , 0 2 5 ,

lg : .
, ,

i j ij

ij
j j j j j

j j j j j

a i a j a j i a a a

A L a
a a a a a a a a a a

    

          
          
 

    
M C  

所以 ，1 4 : ,L I C
  

 
  

           
 


 1 4L M C

1

M

0

(M 为主对角线上元素相等的 2 阶复对称方阵全体

构成的集合)，由此可知 。故 。 1 0L L  5P  L

综上所述 。因此 是生成 von Neumann 代数1L L 0L  6M C 的 KS 格，从而  0lgA L 是 KS 代数。 
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命题 3.2 投影格关系图： 
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