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Abstract: In this paper, the concepts of homotopy monomorphism (epimorphism) and homotopy regular 

morphism in the category of topological space with base point  TOP  are generalized to the category of 

topological pairs . The paper studies the conditions and properties of homotopy regular morphism 

and the relationships between homotopy monomorphism (epimorphism) and homotopy equivalent morphism 

in . 
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摘  要：本文将点标拓扑空间范畴 TOP 中的同伦单、同伦满和同伦正则态射等概念推广到拓扑空间

偶范畴 的情形。研究了在 中，同伦正则态射存在的条件、性质以及它与同伦单(满)态和

同伦等价之间的关系。 
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1. 引言 

同伦单态[1-4]、同伦满态[5-7]和同伦正则态射[8-12]是同伦论中的重要概念。拓扑空间偶范畴 中的对象是

拓扑空间偶

ATOP

 ,X A ，这里 A 是拓扑空间 X 的子空间。在范畴 中，从ATOP  ,X A 到 的态射集，记作 ,Y B
 Map , ; ,X A Y B ，从  ,X A 到 的态射 ,Y B    : , ,f X A Y B 是指 :f X  Y 连续且  f A  B 。 

2. 拓扑空间偶范畴中的同伦单(满)、同伦正则态射 

以下总假设 X 是道路连通的 CW 复形。 

定义 1( 中的同伦单态射) 中的态射ATOP ATOP    : , ,f X A Y B 称为同伦单态射，如果左消去律成立，即
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 , Map , ; ,g h Z C X  A ，只要 fg fh 成立，就有 g h 。 

对偶地，我们给出 中同伦满态射的定义。 ATOP

定义 2( 中的同伦满态射) 中的态射ATOP APTO    : , ,f X A Y B 称为同伦满态射，如果右消去律成立，即

 , Map , ; ,g h Y B Z  C gf hf g h 。 ，只要 成立，就有

定义 3( 中的同伦正则态射 ) 中的态射ATOP    : , ,f X A Y B 称为同伦正则态射，如果存在ATOP

   : , ,g Y B X A 的一个同伦 1 -逆，把 f 的所有同伦  -逆记作1  1f 。 使得 f g f f  ，这时 g 称为 f

 1f f注：1) 显然   当且仅当 为同伦正则态射；2) 若  0A x ，  0B y ，则 中的同伦正则态射

即为TO 中的同伦正则态射。 

ATOP

P

ATOP定义 4( 中态射的标准分解) 设    : , ,f Y B 为 中的态射，如果存在ATOP  ,Z C 和同伦满态射X A 

使得 2 1f f f ，则称 f 有标准分解，记作  1 2, , ,f Z C f  。    1 : , ,f X A Z C 和同伦单态射    ,2f : ,Z C Y B

  2,称 f 的标准分解 1, ,f Z C f 为基本唯一是指，假如还存在 f 的另一组标准分解  1, , , 2f Z C f     ，则有同

伦等价 : Z Z  使得 1 1f f  ， 2 2f f 。 

根据上述定义，我们很容易得到下一定理。 

定理 1 若 f f 也是同伦正则态射。 为同伦等价，则

为同伦等价，即存在态射    : , ,g Y B Af 使得 ， ，则  ,1 Y Bf g   ,1 X Ag f X证明：若 

   ,1 X Af g f f     f ，即 f 为同伦正则态射。 

因为同胚映射一定是同伦等价，故有下面的推论。 

推论 1 若 f f 为同伦正则态射。 为同胚映射，则

注：定理 1 说明在拓扑空间偶范畴中，同伦正则态射弱于同伦等价，也弱于同胚映射。 

定理 2[13] 对于  : ,  , f X A Y B ，若 :
X

f X Y 和 :
A

f A B 都是同伦等价，则对任何整数 ，相对同

调函子的诱导同态

n

 n  ,n : ,f H X A H

 
Y B 均为同构。 

例 1 考虑包含映射  \ 0 ,n nf V R R ，其中 是 维闭球体，nV n 1nS  是 维球面。显然1n  nV
f 和1: ,n nS  

1nS
f  都是同伦等价，但 f 不是同伦等价(证明详见文[13])。 

由例 1，我们得到下面的推论。 

   , 推论 2 存在映射 : ,f X A Y B ，使得 :
X

f X  Y 和 :
A

f A B 均同伦等价，但    : , ,f X A Y B 不

是同伦正则态射。 

证明：考虑 ，  , ,X A V  1n nS    \n nR, ,Y B R 0 。     1: , , \ 0n n n nf V S R R  为包含映射，则 nV
f 和

1nS
f  都是同伦等价，并且对任意     1, nS : , \n ng R R V0  n ，有    1n ng f V S  ，于是 0g f   。但是

与整数加群 同构，可知 ，于是 1,n n
nH V S    0f  f g f f   。故    : , ,f X A Y B 不是同伦正则态射。 

注：推论 2 说明同伦等价在限制的意义下无法保证同伦正则性。 

3. 主要定理及其证明 

定理 3 设    ,: ,f X A Y B TO为 中的态射，则下列条件彼此等价： AP

1) f 是同伦正则态射； 

2) f 有同伦右单位， f 有左逆元，即存在    ,: ,g X A X A 和    : , ,h Y B X A 使得 ,fg f hf g  ； 

   ,Y B  和    : , ,Y B X A  使得 ,f f f    。 3) f 有同伦左单位， f 有右逆元，即存在 : ,Y B

证明：我们仅证 1)2)，类似地，我们可以证明 1)3)。 

1)2) 设    ,: ,f X A  Y B 是同伦正则态射，则存在    : , ,Y B X A  使得 f f f   。我们令

   ,: ,g f X  A X A  ，    : , ,h Y B X  A ，这表明， f 有同伦右单位 g ， f 有左逆元 ； h

2)1) 若 f 有同伦右单位，及其左逆元，即存在态射    : , ,g X A X A 和 ，使得  : , ,h Y B X A 
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f g f  ， ，则h f g  f f g f h f     ，因此 f 是一个同伦正则态射。 

定理4 设    ,: ,f X A Y B ATOP在 中具有标准分解  1, , , 2f Z C f  ，那么下列条件两两等价： 

1) 为同伦正则态射； f

2) 存在态射    ,g : ,Y B X A ，使得  1 2 ,1 Z Cf g f  ； 

 ,A A ，  和 ，,B B   : ,i A A  ,X A    : , ,Y B B B ，使得 1f i 和 2πf 均为同伦等价； 3) 存在 π

1f 2f 同伦左可逆。 4) 同伦右可逆，

为同伦正则态射，则有    : , ,gf Y B证明：1)2) 若 X A ，使得 f g f f   。因为    : , ,f X A Y B 为

中具有标准分解ATOP  1 2, , ,f Z C f  的态射，所以 2 1 2 1 2 1f f g f   f  f f ，由于 2f 同伦单， 1f 同伦满，左消

去 2f 1f  1 2 ,1 Z Cf g f  

   : , ,

； ，右消去 ，得到

2)3) 若存在态射 g Y B X A 使得  ,1 。取    , ,A A Z C  ，   ，, ,B B Z C   2i gf ，1 2 Z Cf g f  

   2 ,11π f g ，则有 1 1 Z Cg f f i  f  ，  2 1 2 1 , Z Cf f g f  。从而 1f i π和 2f 均为同伦等价； π  
3)4) 设有  ,A A ， 及,B B    , A: , A i A ，X    π : , ,Y B B B 使得 1f i 和 2πf 均为同伦等价，并设其

同伦逆分别为 和 。则由1h 2h      11 1,1 Z C f i h    1f i  h 1可知 f 同伦右可逆，而由 

可知 ,1 Z C    2 2h f   2 2f  2π πh 同伦左可逆； f

同伦左可逆，则存在    : , ,1f 2f Z C X A 使得  1 1 ,1 Z Cf g  ，存在 1g4)1) 同伦右可逆，

 2 : ,  ,g Y B Z C  2 2 ,1 Z Cg f  g，使得 。取 1g 2g ，则有 1 2 2 1 1 2 2 1f g f f g g f f f g g f f              

2 1f f  f ，即 f g f f  f 为同伦正则态射。 ，故

定理5 设    ,: ,f X A Y B ATOP为 中的态射，则 

f 同伦正则态射且为同伦单态射当且仅当 f 为同伦左可逆； 1) 

f 同伦正则态射且为同伦满态射当且仅当 f 为同伦右可逆； 2) 

f f 既为同伦单态射又为同伦满态射当且仅当 为同伦等价。 f3) 同伦正则态射且

   : , ,证明：1) 若 为同伦正则态射，则有f g Y B X A ，使得 f g f f   ，又因为 f 为同伦单态射，所

以满足左消去律。因此由 f g f f   可得 ，即 ,X A1g f  f 为同伦左可逆；反之，当 f 为同伦左可逆时，即

存在态射  : ,  ,g Y B  X A  ,1 X Ag f  f，使得 ，所以 g f  f ，即 f 是是同伦正则态射。同时，  , AZ C TOP 

及    X A  ,1 1 X A  ,g  , ,  f g f g f h  , :g h Z C X A ，若 ，则 g h  g h  g f h  ，因此 f 也是同

伦单态射； 

   ,: ,g Y B2) 若 f 为同伦正则态射，则有 X A ，使得 f g f f   ，又因为 f 为同伦满态射，所以满足

右消去律。因此由 f g f f  ,1f g   可得 ，即 为同伦右可逆；反之，当Y B f f 为同伦右可逆时，即存在态

射    , : ,g Y B X A ，使得 ，所以 ,1 Y Bf g  f g f  f ，即 f 同伦正则态射。同时，  , AZ C TOP  及

   , , : ,g h Z C X A ，若 g f h f   ，则    ,Y B   1 1 Y B ,g f g  g  g h h  h  f g  ，因此 f 也是同伦

满态射； 

3) 若 f 同伦正则态射且 f 既为同伦单态射又为同伦满态射，则由1)和2)可知， f 为同伦左可逆并且也是同

伦右可逆，所以 f f是同伦等价。反之，若 为同伦等价，则由定义可得 既是同伦单、同伦满态射也是同伦正

则态射。 

f

注：定理5给出了同伦正则态射、同伦单(满)态射与同伦左(右)可逆的关系，也告诉我们这样一个事实：虽

然由 f f为同伦单态射和同伦满态射不能保证 是同伦等价，但再加上同伦正则性条件，就可以构成 f 为同伦等

价的一个充要条件。 

同胚一定是同伦等价。一个态射既是单态射又是满态射，但是它不一定是同伦等价。为了保证同伦等价，

我们找到了一个充分条件，即该态射还是同伦正则的。 

下面给出 中的一个等价关系。 ATOP
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定义5 设    , : , ,f g X A Y B 都是同伦正则态射，则 ~f g 当且仅当存在同伦等价 使得  : , ,u X A X A 
f u g  或 g u f  。 

定理6 定义5中给出的关系“~”是  , ; ,X A Y B 上的一个等价关系。 

证明：1) 自反性：取  ,1 X Au  ，即得 ~f f 。 

2) 对称性：若 ~f g ，则存在同伦等价    : , ,u X A X A ，有 f u g  或者 g u f  ，于是 ~g f ； 

3) 传递性：若 ~f g ， ~g h ，则存在同伦等价    : , ,u X A X A 使得 f u g  或者 g u f  ，且存在同

伦等价 使得 : ,v X A   ,X A g v h  或者 。 h v g 
下面分分四种情形考虑： 

情形1 若存在同伦等价    : , ,u X A X A 使得 f u g  ，且存在同伦等价    : , ,v X A X A 使得

g v h  ，则    f u v f u    v g v h    ，其中    ,u v X A : ,X A  是同伦等价，这表明 ~f h ； 

情形2 若存在同伦等价    : , ,u X A X A 使得 f u g  ，且存在同伦等价 使得

，则

  : , ,v X A X A 
1h v g   1   1f u v f   u v g v h       ，其中    : , ,X A X A1u v 是同伦等价，这表明 ~f h ； 

情形3 若存在同伦等价    : , ,u X A X A 使得 g u f  ，且存在同伦等价 使得  : , ,v X A X A 
g v h  ，则    1 1f u v f   u v g v h      ，其中    ,X A1 : ,u v X A  是同伦等价，这表明 ~f h ； 

情形 4 若存在同伦等价 使得  : , ,u X A X A  g u f  ，且存在同伦等价    : , ,v X A X A 使得 

，则h v g    1 1 1  1 1  1f v u h
   f u v f u     v g v    ，其中 是同伦等价，

这表明

v u
     1

: , ,X A X A

~f h 。证完。 
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