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Abstract: This paper is devoted to generalize a class of semi-Bent functions with even number of variables 
on the finite filed 

2nF . We define the functions 
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, where 2n m  with  odd, r is a positive integer and m

 0,1 4,1 6,3s ,  and . In the paper [1], S. Mesnager has discussed 

whether  could be semi-Bent function under the situations 
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we will give a further investigation on the function  by removing the restrictions on r. We need to 

note that Kloosterman sums and cubic sums are essential to this paper. 
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摘  要：本文的主要是对一类已知的 semi-Bent 函数作进一步的推广。首先，我们来定义下列两个位于

有限域上的具有多项式迹形式的布尔函数 
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，其中 2n m 且 为奇数，r 是一个正整数且m  0,1 4,1 6,3s ，

及 。在文献[1]中，S. Mesnager 已经讨论了当 或者

时，函数 可能成为 semi-Bent 的情形。在本文中，我们将取消对 r 的任何的限制条件，进一步的

讨论函数 成为 semi-Bent 函数的条件。在推广结论的过程中，我们要借助于 Kloosterman 和以及

Cubic 和这两样工具。 

42 2
, ,n na F b F c F   

 ,
, , ,
r s

a b c dg

 ,
, , ,
r s

a b c dg

2 2
, nd F x F  3r   , 2 1 1mr  

 

关键词：布尔函数；Semi-Bent 函数；Walsh-Hadamard 转换；Kloosterman 和；Cubic 和 

Copyright © 2013 Hanspub 120 



陈浩，曹喜望  一类带有多项式迹形式的 Semi-Bent 函数的推广 

1. 引言 

Bent 函数是 Rothus[2]于 1976 年提出的一类特殊的布尔函数，它满足到所有的仿射函数的汉明距离都等于
1 22 2n n  1 ，Bent 函数仅存在于变量个数为偶数的情形。Bent 函数由于其在代数及组合学方面的良好性质以及

在密码和编码理论及序列等方面的多重应用而被广泛研究。Bent 函数的定义是比较简单的，但是需要特别强调

的是，在当前的数学水平下想要对它们进行明确的分类是不可行的。因此，想要尽可能多的了解它们，找出构

造方法就显得尤为重要。 

Semi-Bent 函数的概念于 1994 年由 Chee、Lee 及 Kim[3]在亚洲的一个重要的密码学会议 Asiacrypt 上提出。

和 Bent 函数一样，semi-Bent 函数也由于其拥有的一系列优异的性质而被广泛的研究[4]。但是与 bent 函数不同

的是，semi-Bent 函数对于变量个数的奇偶性没有限制。当 取奇数的时候，semi-Bent 函数的 Walsh-Hadamard

转换的值为 或者

n

0  1 22 n ；当 取偶数的时候，semi-Bent 函数的 Walsh-Hadamard 转换的值为 或者n 0  2 22 n 。

在本文中，我们只研究变量个数为偶数的 semi-Bent 函数。Semi-Bent 函数都是平衡函数并且在平衡且达到稳定

的函数中具有极大非线性性[5,6]。读者可以阅读文献[7]去了解平衡布尔函数的更多的性质。迄今为止，几乎所有

的 semi-Bent 函数都是由选择合适的 的幂多项式d  1
n dTr x 导出的[8,9]。 

本文的主要结构如下：第二节介绍一下必要的基础知识；第三节明确一些特定的记号以及归纳总结一些基

本定理；在第四节中，我们将对一类含有多项式迹形式的 semi-Bent 函数进行推广。 

2. 背景知识简介 

令
2nF 是含有 个元素的有限域，2n

2nF  是它的所有非零元素构成的乘法群。在本文中我们主要讨论位于
2nF 或

者是
2nF 的子域上的布尔函数。 

2.1. 布尔函数的迹表示 

设 ， 是正整数并且满足 整除 时，我们用 表示从m n m n n
mTr

2nF 到
2mF 的迹函数，即 
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特别地，当 时，称为绝对迹函数，它满足性质1m  1 1
n m

mTr Tr Trn  。 

有限域
2nF 上的每个非零布尔函数  f x 都有如下形式的迹表示： 
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其中， 表示从 模 的每个分圆陪集中选取一个代表元所形成的整数的集合， 表示包含元素 的上

述分圆陪集的大小且 ，e的值为 或 。因为布尔函数的迹表示是唯一的，所以它又被称为布尔函数的

多项式形式。 

n 2 2n 

2ja F

 o j j

 o j 0 1

2.2. Walsh 变换，Semi-Bent 函数的定义 

定义 2.2.1 有限域
2nF 上的布尔函数  f x 的 Walsh 变换定义为 

      
2

1 2
ˆ , n

n

n
f

x F

f x Tr x F    


     

其中  满足对于    
2

, 1n

x
x F x    。 

利用 Walsh 变换，我们可以给出 semi-Bent 函数的定义[3,10]。 

定义 2.2.2 设  f x 是
2nF 到 2F 的函数。当 为偶数时，若对于n

2nF  ，都有     2 2ˆ 0, 2 n
f    ，则称 

 f x 是 semi-Bent 函数；当 为奇数时，若对于n
2nF  都有     1 2ˆ 0, 2 n

f    ，则也称  f x 是 semi-Bent
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函数。 

2.3. 极分解、Kloosterman 和、Cubic 和 

设  2 1

2
1

m

nU x F x     ,则 是有限域U
2nF 的循环群的一个阶为 2m 1 的子群。根据有限域的知识可知，

2nF

的每一个非零元素 x 都有唯一的分解： x uy ，其中
2

, mu U y F   。 

定义 2.3.1 有限域
2nF 上的 Kloosterman 和定义为 

 
2
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1
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其中，当 时，我们规定 1

1
1mTr

x
      

  
。 

Lachaud 和 Wolfman 已经计算出了
2mF 上的 Kloosterman 和取值范围。 

引理 1[11] 对于 ，
2ma F   mK a 的值 s 满足 2 1 2 12 1, 2m ms   1     及  0 mod 4s  。 

定义 2.3.2 有限域
2mF 上的 Cubic 和定义为 

    
2

3
1 42

, , m

m

m
m

x F

bC a b Tr ax bx a F F


   , 。 

读者可以参考文献[12]去了解更多的关于 Cubic 和的取值问题。 

3. 循环群 U 上的特征和 

在本文中，我们总是假设 为奇数。设2 ,n m m  是
2nF  的一个本原元，则U 是由 生成的一个循环 2 1m

  

群并且
2 1

3

n

 


 是U 的一个 3 次单位根。设  3V u u U  ，则U 可以表示为如下形式：
2

0
i

i

U V


 。 

函数       2 1
2 1 2 3
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n
mrr n

a bf x Tr ax Tr bx


            
， 42

,na F b F  ，
2nx F 我们定义如下形式的记号： 

      , ,
r

r a b a b
u U

f f u


   ，     ,0
rr i

i a
v V

S f 


  v , 

则有 

      0 1 2 ,0 ,0
rr r r

a r
u U

S S S f u f


     a

i 

. 

当 时，记 。特别的，对于任意的整数 ，我们有 。 1r  1
iS S i  


 

mod 3
rr

i iS S

由定理[1,11,13]，我们可以总结出下面的结论。 

引理 3 设 是一个正整数且满足  。设 ，则 r , 2 1 1mr  
2ma F

1)    ,0 1r a mf K a   ； 

2)     0 0 1 ,r
m mS S C a a K a    3； 

3)     1 2 1 ,r r
m mS S C a a K a    3。 

4. 主要结论 

本节中，我们主要讨论 在没有任何限制条件的情形下r  ,r a bf 的取值情况。 

引理 4.1 设 为奇数。设2 ,n m m 4b F  ，
2ma F  且  是 的生成元。如果U   , 2 1 3 1mr   ，那么
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 , 1r a bf  。 

证明：假设   , 2 1 3 1mr   d ，那么映射 是U 上的一个 对 1 映射。因为 ，所

以 

du u d  2 1,2 1 1m m  
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由于    2 1 32
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u U
 Tr au Tr bu

     
  

的值为正整数且 为整数，所以d  , 1r a bf  。 

假设   , 2 1 3 1m   ，我们继续讨论  ,r a bf 的取值情况。 r

定理 4.2 设 为奇数。设2 ,n m m  是U 的生成元。设 4b F  ，
2na F  满足 ja a v  ，其中

2ma F  ，v V  

  , 2 1 3 1r  



且 。当0,1, 2j  m 时，下述结论成立。 

 ,r a b jf S   。 1) 若 ，则0 mod3r 

2) 若 ，则下列结论成立： 1 mod3 r

0j a) ， 时，1b   , 0r a bf S   ； 

当 ， 时，1b   , 0 2r a b0j  1f S S   。 

b  时，  , 0r a bf S   ；当 1j  , b  时，  , 0 2r a b 1f S   S 。 b) ,1j 
2b  时，  , 0r a bf S   ；当 2j  ， 2b  时，  , 0 2r a bc) ，2j  1f S S   。 

3)若 ，则下列结论成立： 2 mod3r 
0j a) ， 时，1b   , 0r a bf S   ；当 0j  , 1b  时，  , 0 2r a b 1f S S   。 

2b  时，  , 0r a bf S   ；当 1j  ， 2b  时，  , 0 2r a bb) ，1j  1f S   S 。 

 时，  , 0r a bf S   ；当 2j  ， b  时，  , 0 2r a bc) ， b2j  1f S S   。 

证明：因为   , 2 1 3 1mr   ，所以映射
 2 1r

v v
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。又因为 ，

2 1 0 mod3m   

2 1 1 mm   od3 2 1m
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 2 1 3

1

mr r r v r   
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1) 若 ，则 且0 mod3 r V  rv v 是 上的一个置换。由特征的正交关系可得V   
2

2
1

0

1i

i

Tr b 


  。 r 

所以， 

       
2

2
, 1 1

0

i n j
a b j

i v V

f Tr b Tr a v S   
 

     . 

2) 若 ，则假设 ，那么有1 mod3  3 1r k  ir jv  ， v V 。因此， r

       
2

2
, 1 1

0
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 2 1 3n

 


因为 且 ，所以当2 1 0    1b  时，我们有      2
1 1 1n nTr b Tr b      且   1 1nTr b  ；

当 时，1b    1
nTr b 1  以及      2n nb b   1 1Tr 0Tr   。 

因此，1) 当 时， 

i

0j 
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a) 当 时，根据 1)中的讨论内容，有1b   , 0 1 2 0 2r a b 1f S S S S S      ； 

b) 类似地，当 时，我们有 0 , 0 1 2r a bf S S S S      b  ； 

时，  c) 当 2b  , 0 1 2r a b 0f S S S      S 。 

 2) 当 1j  时，
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b) 若 b  ，则 1 , 1 2 0 2r a bf S S S S S       ； 

 , 1 2 0r a bc) 若 2b  0f S S S      S 。 
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 ，则

3) 当 时， 2j 
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a) 若 ，则1b   , 2 1 0r a b 0f S S S S      ； 

b) 若 b  ，则  , 2 0 1r a b 0f S S S S       ； 

c) 若 2b  ，则 0 , 2 0 1 2r a b 1f S S S S S     
ir

 。 

，则假设 ，我们3) 若  mod3r 有2 3 2r k  2iv  ， v V 。因此， 
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1
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, 1bf Tr b 于 2)
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   使用类似 的讨论方法即可得出结论，在此我们省略具体步骤。 

由文献[1]的推论 1、推论 2，以及本文的引理 3.1、定理 4.2，我们可以得到下面的结论。 

推论 4.3 设 为奇数。设2 ,n m m  是 的生成元。U 设 b F4
 ，

2na F  满足 ja a v  ，其中
2ma F  ，v V  

 0,1, 2 。当  j  , 2 1 3 1mr   时，则  , 1r a bf  当且仅当 且

1) 若  1 mr   2 mod3r  ，则   4mK a  ； od3 或者

2) 若 ，则 

时，

0 mod3r 

a) 当  m 0j  4K a  ； 

时，b) 当  m 0j   , 4mK a C a a   。 

们对 [1]中的 se ent 函数作推广，在此之前我们先定义一个位于有限域
2nF现在我 文献 mi-B 上的布尔函数。这

个布 的表达式为 尔函数

           2 1 2 1 3 2 1 2 1 2 1, 2
, , ,

m n m mrr s n n n
a b c dg x Tr ax Tr bx Tr cx Tr dx

                 
1

1 1 1 1

s

     
       

其中， 是整数， 及r 42 2
, ,n na F b F c F    2d F  0,1 4,1 6,3s 。需要说明的是，在此我们只讨论 0d  时的情

形，至于  

为奇数。设

1d  时的情形，推广的结果同样成立。

定理 4.4 设 n 2 ,m m  是
2 2

\n mF ， 4b FU 的生成元。设 c F  ，
2na F  满足 ja a v  ，其中
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2ma F  ， V 且  0,1, 2j 。 v

1) 若   , 2mr ，则  ,
, , ,
r s

a b c dg 不是 mi-Bent 函数。

若

se  1 3 1 

  2) , 2mr

1 mr 

1 3 1，则 是 semi-Bent 函数的充要条件是 

或者 ，则

   ,
, , ,0
r s

a b cg

 od3  2 mod3r    4mK a  ； 

，则

时，

①若

②若 r   od30 m

0j a) 当 m  4K a  ； 

时，b) 当  m   , 4mK a C a a  0j  。 

本文主要 一类含有多项式迹形式的位于有限域

5. 结束语 

是对
2nF 中的 semi-Bent 函数作进一步的推广，使得这一类的

广泛的形式及更少的限制条件，这样更有助于具有此类形式的 semi-Bent 函数在编码理论
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