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Abstract: Forward Elimination and Backward Substitution Algorithm is an important method for solving 
tridiagonal equations. This article shows the Forward Elimination and Backward Substitution Algorithm for 
solving block pentadiagonal linear equations according to the idea of algorithm for solving tridiagonal equa-
tions. It can prove that this algorithm for solving block pentadiagonal linear equations uses less memory and 
calculates faster than the traditional methods, such as direct method, iterative method and so on. 
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摘  要：追赶法是求解三对角方程组的一种很重要的方法，本文根据追赶法求解三对角方程组的思想，

推导出了求解分块五对角方程组的追赶法，可以证明此算法相对传统迭代法具有占用内存小，计算速

度快的特点。 
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1. 引言 

在利用数值方法求解偏微分方程时，经常构造差分格式来进行求解，从而将问题归结为求解线性方程组[1]，

分块五对角线性方程组的求解是其中很重要的一部分。因此，研究此类问题在许多领域的大规模科学工程计算

和数值处理中都有广泛的应用，例如在油藏数值模拟的计算中[2]，经常会遇到求解偏微分方程数值解的问题，

对偏微分方程使用有限差分法构造出差分方程[3,4]，差分方程的求解即转化为由其系数矩阵构成的线性方程组的

求解问题，而其系数矩阵通常是大型稀疏矩阵，这样的矩阵阶数很大，比如阶数大于 10 万甚至 100 万或者更大
[5]。目前迭代法已经得到了广泛的应用，传统的迭代法包括 Jacobi 迭代法、Gauss-Seidel 迭代法以及 SOR 迭代

法等，传统的迭代法求解大规模稀疏线性方程组时，占用空间随着迭代次数的增加而增大，而且计算时间比较

长，对于高阶矩阵适当分块可以降低阶数，减少计算量，本文推导出求解分块五对角方程组的追赶法，并且证

明得到该算法相对传统的迭代法可以提高计算精度和效率，在实际工程领域有广泛的应用前景。 

Copyright © 2013 Hanspub 139 



褚宝增，巨程晖  求解分块五对角线性方程组的追赶法 

2. 算法分解的推导 

求解以分块五对角矩阵 
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为系数矩阵的方程组 AX F ，其中 
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以上式子中 , , , ,i i i i iA B C D E 均为 阶方阵，r ,i iX F 均为 维向量。 r

追赶法在求解三对角占优方程组中得到了很好的应用[6,7]，同样将这种方法应用到分块五对角线性方程组的

求解方面也是切实可行的。首先将矩阵分解为两个三角阵的乘积，将五对角矩阵 A分解[8]为 
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, , ,i i i iM N P Q 均为 阶方阵，I 为 r 阶单位矩阵。 r

比较(2)式两边的元素，利用待定系数法求得 
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由(3)和(4)式可以得出 
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3. 算法回代的推导 

由(5)式解得 的值，则方程组,L U  AX F 的求解就转化为求解  L Y F 和  U X Y ， ，

其中 为 维向量。 
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根据(6)的值，求解 
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由(6)和(7)式即可得到分块五对角线性方程组的解。 

4. 追赶法与迭代法的对比 

本文以 Jacobi 迭代法为例，对比追赶法和迭代法的计算量(即乘除运算的次数总和)。 

4.1. 迭代法的计算量 

在求解大型稀疏矩阵方程组的时候，迭代法也是一种比较常用的方法[9]。首先，将方程组的系数矩阵 A 分
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裂为 ，其中，D 为对角线上的元素组成的对角矩阵，L、U 分别是严格下三角阵和严格上三角阵。

假设分块矩阵 A 的子块均为 3 阶矩阵，设 A 未分块时为 阶矩阵，则

  A D L U

m 3m n 。Jacobi 迭代法通过事先给定一组

初始值 ，然后将初始值代入待求解的方程组中得到一组新的值   0 0
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x，则 x为方程组的解。 

对于以矩阵(1)为系数的方程组，Jacobi 迭代公式[10]可以表示为： 
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等式(8)中的 k 代表迭代次数，迭代的次数取决于迭代后得到的数值与上一次数值之间的误差，事先需要给

定一个误差的范围，然后每次迭代结束均需要与给定的误差范围做对比，直到新值与上次迭代的值误差小于给

定的范围时，迭代才能结束。因此，该方法对初始值的要求比较高，如果给定的初始值不够恰当，迭代有可能

无限进行下去，这将导致无法算出方程组的解。 

显然迭代公式(8)的矩阵形式为 
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其中， ， 1 1
0 ,B I D A D L U f D b       1

0B 称为 Jacobi 方法迭代矩阵，迭代矩阵的谱半径  0 1B  ，则

对于任意迭代初始值  0X ，Jacobi 迭代法收敛。 

由此看出，Jacobi 迭代法公式简单，每迭代一次只需计算一次矩阵和向量乘法。在计算机计算时，需要两

组工作单元，以存储 及 。  kx  1kx

分析等式(8)迭代一次需要计算量为 次，那么迭代 次，需要计算 1m m   k  1k m m   次。 

4.2. 追赶法的计算量 

假设分块矩阵 A 的子块均为 3 阶矩阵，首先，分析等式(5)中的计算量，3 阶矩阵求逆需要乘除计算 32 次，

两个 3 阶矩阵相乘需要乘除运算 27 次，则(5)中乘除总运算量为 280 184n  次。然后，分析回代过程等式(6)乘法

为113 次，等式(7)乘法为 54 次。那么，追赶法总共需要的计算量为 次。 226n  81n  447 491n 

对比迭代法和追赶法的计算量， ，迭代法计算量为3m n 29 3k n k n  

4209

。追赶法计算量为 。在实

际工程计算领域，大型稀疏矩阵的阶数通常成百上千甚至上万，假设系数矩阵的阶为 100，迭代法计算量为

，二追赶法的计算量为

447 491n 

90000 300 89700k k  k 44700 491 4  ，即使迭代次数 迭代法的计算量也远大

于追赶法。因此，当系数矩阵规模更大的时候，即 n 的值比较大，这时使用迭代法的计算量将远远大于追赶法，

可见追赶法可以有效的提高计算效率，并且追赶法只需存储非零元素占用存储空间小。 

1k 

5. 结论 

本文推导得到了求解分块五对角线性方程组的追赶法，通过推导证明了此算法相对于传统的迭代法计算量

少，提高了计算效率，另外迭代法每次迭代都要存储新的一组数值，追赶法只需要存储分解的分块矩阵中的非

零子块即可，大大节省了计算机的内存空间，对于对角占优的分块五对角矩阵该算法具有明显的优越性。在实

际技术和工程领域大型方程组的求解中可以得到广泛的应用。对于规模较大，非对角占优的分块五对角方程组，

求解的稳定性和收敛性需要进一步研究。 
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