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Abstract: In this paper, we present sufficient conditions on weighted function which ensures the boundedness 
of commutators generated by weighted Hardy operators and central BMO functions on Herz spaces and Mor-
rey-Herz spaces, respectively. Moreover, the corresponding results are extended to the case of k-th order. 
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摘  要：给出了一个关于权函数满足的充分条件，该条件使得加权 Hardy 算子与中心 BMO 函数生成的

交换子在 Herz 型空间中有界。进一步地，将所得结论推广到了 k 阶的情形。 
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1. 引言 

对于 上复值可测的函数n f ，Carton-Lebrun 和 Mosset[1]在 1984 年给出了加权 Hardy 算子U 的定义：

，x 。其中     1
dU f f tx t t  

0
x   n    : 0,1 0,   为权函数。显然，如果 1, 1n   ，且 f 定义在  上， 

则U 将退化为经典的 Hardy 算子U ：     
0

1 x
dx f t t

x
 U f 。在文献[1]中，Carton-Lebrun 和 Mosset 还证明了 

加权 Hardy 算子U 在 上的有界性。在一定意义下，得到了当  1p nL p    1n  时，U 与 Hilbert 变换可

交换，当 时，U2n   与奇异积分算子可交换的结论。注意到U 的定义中 ，因此Unx  可视为U 的一类高

维情形，关于高维 Hardy 算子的 新结果，见[2]。值得一提的是当权函数 取特殊情形时，U 还可以退化为经

典的 n 维 Hardy 算子，见[3]。 

算子U 的伴随算子为 Cesàro 平均，记为V ，其定义为        1

0
dnV f x f x t t t t   。由该定义式易知当 
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1  且 时，V1n   将退化为如下经典的 Cesàro 算子(也称为伴随 Hardy 算子)V ： 

  

 

 

d , 0

d , 0

x

x

f y
y x

y
V f x

f y
y x

y








 
 




。 

容易验证当  p nf L  ， ，1 q ng L  p  ，1 1p q 1  时，U 和V 满足 

        d dn nU f x g x x f x V g x x   
， 

因此，U 和V 满足交换法则：U V V U    。 

在文[4]中，肖推广了 Carton-Lebrun 和 Mosset 的结论，指出加权 Hardy 算子U 在  p nL   1 p   上有

界当且仅当 

 1

0
dn pt t t   ，                                    (1.1) 

且      1

0
dp n p n

n p
L L

U t 


  

t t 。进一步，鉴于  p nL  的对偶空间为  q nL  ，1 p  ，1 1p q 1，文[4] 

还得到了以下结论： 

       p n p n q n q nL L L L
U V  


   

。 

此外，文[4]还指出加权 Hardy-Littlewood 平均算子U 在  nBMO  上有界当且仅当 ，且  1

0
dt t  

     1

0
dn nBMO BMO

U t t 


  

 

。 

并考虑到 的对偶空间为 (见 Fefferman[5])，进一步得到 1 nH   nBMO 

         1 1

1

0
dn n n nBMO BMO H H

U V  
 

     
t t ， 

反之亦然。 

除了讨论算子U 的有界性以外，学者们近年来还对U 的交换子的有界性进行了研究。在文[6]中，傅等人

给出了U 的交换子 bU 的如下定义： 

     :bU f bU f U bf    ，                                 (1.2) 

其中 f 为 上的局部可积函数，n    : 0,1 0,   为权函数。显然，当  nb L  且 满足条件(1.1)时，交换子
bU 在 上是有界的。然而当 p nL  1 p    nMO b B 时，条件(1.1)就不能保证 bU 在  p nL  上的有界性。

文[6]通过利用Hardy-Littlewood 极大算子代替Sharp极大算子的方法，建立了 bU 在  p nL 上有界时权函数 满

足的充分必要条件。此后，文[7]将这一结论推广到了  q nO b CM  且底空间位中心 Morrey 空间的情形，这里

为中心 空间，其定义 初由 Lu 和 Yang 在文[8]中给出：  nqOCM  BMO
定义 1.1 对于1 ，及 中的函数q   LocL  q n f ，如果 f 满足 

 
    

1

0,0,0

1
sup d

0,
q

q
q

B rCMO B rR
f f x f

B r

 
   

 
 x  ， 

则称 f 属于中心 空间 ，其中 BMO q nCMO  

   
  0, 0,

1
d

0,B r B r
f f y y

B r
  。 
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在以上结果的启发下，本文研究当  q nb CMO   时，加权 Hardy 算子的交换子 bU 在 Herz 空间以及 Morrey- 

Herz 空间中的有界性，并进一步将所得结论推广到 k 阶的情形。作为必要的铺垫。在引出主要结果之前先来回

顾一下相关空间的定义。为叙述方便，在下文中用 k 来表示集合 的特征函数，即kC
kCk  ，这里 1\k k kC B B  ，

 : 2n k
kB x x   且 。 k 

首先来介绍一下 Herz 空间的定义。 

定义 1.2[9] 设 ，1 p  ，1 。 q  

1) 齐次 Herz 空间  , p n
qK  定义为 

       ,
, : \ 0 : p n

q

p n q n
q Loc KK f L f 
    


  ， 

其中 

   ,

1

2p n q n
q

p
pk p

kK L
k

f f
 





   
 
   。 

2) 非齐次 Herz 空间  , p n
qK  定义为 

      ,
, : : p n

q

p n q n
q Loc KK f L f 
      ， 

其中 

   ,

1

0

2p n q n
q

p
pk p

kK L
k

f f
 





   
 
  。 

当 或 时，定义作适当修改。 p   q  

注记 1.1 由上述定义易于得到，对所有的1 p  及 均有     0, 0, p n p n p
q qK K L    n ，且 

     , ,p p n p p n p
q qK K L x      dx 。 

下面，再来介绍一下 Morrey-Herz 空间的定义。 

定义 1.3[10] 设 ，1 p  ，1 ，且q   0  。 

1) 齐次 Morrey-Herz 空间 定义为 ,
,

n
p qMK   
       ,

,

,
, : \ 0 : n

p q

n q n
p q Loc MKMK f L f  
     


  ， 

其中 

   
0

0
,

0

1

: sup 2 2p n q n
q

pk
pk k p

kMK L
k k

f f
  

 

 
  

 
  

。 

2) 非齐次 Morrey-Herz 空间 定义为 ,
,

n
p qMK   
      ,

,

,
, : : n

p q

n q n
p q Loc MKMK f L f  
       ， 

其中 

   
0

0
,

0

1

0

: sup 2 2p n q n
q

pk
pk k p

kMK L
k k

f f
  

 

 
  

 
 

， 

当 或 时，定义作适当修改。 p   q  
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2. 主要结论 

首先给出一个引理。 

引理 2.1[11] 设 且1 , ，则Un  p q    为  , p n
qK  上的有界算子当且仅当函数 满足 

   1

0
dn qt t t     ，                                  (2.1) 

而且当(2.1)成立时，U 的 , p n
qK  范数满足 

   , ,

1

0
dp p

q q

n q

K K
U t 


  


  

t t 。 

下面给出本文的第一个主要结论，即交换子 bU 在 Herz 空间中的有界性。 

定理 2.1 对于 ，1 21 ,q q   2 11 1 1q q  q ， 1 2 n q   及  q nb CMO   ，如果 

   1 1
1

0

2
log dn qt t t

t
     ， 

则 bU 从
1

1

, p
qK 到 2

2

, p
qK 是有界的。 

在上述定理的基础上，我们还可以得到如下的定理。 

定理 2.2 对于 ，1 21 ,q q   2 11 1 1q q  q ， 1 2 n q   及  q nb CMO   ，如果 

   1 1
1 1 1

0

2
log dn qt t t

t
     ， 

则 bV 从 1

1

, p
qK 到 2

2

, p
qK 有界，这里 bV 为 Cesàro 平均V 的交换子，其定义为 

     :bV f bV f V bf    ， 

且函数 与f  的定义与(1.2)中的一致。 

由于定理 2.1 与定理 2.2 的证明类似。不失一般性，本文只给出定理 2.1 的证明。 

证明：由 Minkowski 不等式得 

                 

            

2 2
2 2

2

2 2
2 2

1 1
1 1

0 0

1 1
1 1

0 0

1 2 3

d d d d

d d d d

q kk k

k k kk k

q qq q
b

k BC CL

q qq q

tB B tBC C

U f b x b tx f tx t t x b x b f tx t t x

b b tx f tx t t x b b f tx t t x

I I I

  

 

       
  

       
  

  

   

   

 







。 

因为 2 11 1 1q q  q ，由 Hölder 不等式得 

      

     

1
1

1 1

11 1

1 0

1

d d d

1
d 2 2

kk k

qq qkk

qq qq

BC C

q
q k n q k n q

B k CMOB kL L
k

I b x b x f tx t t x

b x b x U f C b U f
B  



 

    
 

 
    
 

  

 

， 

因为 1 2 n q   ，则对于 1I 有 

   2 2 1
1,1 1
1

12 2 2 2q pq q
q

p p ppk p k p k pp knp q
k kCMO KL Lk k k

I C b U f C U f C U f 
  

  
  

  

     ， 

从而由引理 2.1 知 
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   1 1
1,1,
11

1

0
dpp

qq

n q
KK

U f C f t t t


   
。 

对于 2I ，由 Minkowski 不等式和 Hölder 不等式  2 11 1 1q q q  得 

              

           

    

2 12 1

1 1
1 1

1
1 1

1 1

2 0 0

1 1

0 0

1

0

d d d d d

1
2 d d d 2

2 d d

k kk k k

qkk k k

q
k

q q qq q q
tB tBC C C

q
q qq q qkn q kn q

tB CMOtB C C
k

qq n qkn q
CMO tC

I b tx b f tx x t t b tx b x f tx x t t

b x b x f tx x t t C b f tx x t t
tB

C b f x x t t t

 

 



     
 

 
    

 



    

    

 





d d

 2m

， 

对任意的 ，可以找到 ，使得0,1t m 12m t   ，由 Minkowski 不等式知 

        
1

1 1 1
2 1 1

1 1

2 10 2 2 0
2 d d 2 q qk m k m

qq n q n qkn q kn q
k m k mL Lx

dI C f x x t t t C f f t t t    
 

   
      。 

从而有 

    
   

    

2 1 1
1 1

1 1 1 1
1 1

1 1 1
1,

1

1 1
1

2 10

1 1
1 1

10 0

1 1

0

2 2 d

2 2

2 2 d

q q

q q

p
q

p pp
k p k p n qp

k m k mL L
k k

p p
pk p np q k p np qp p

k m k mL L
k k

m m n q
K

I C f f t t t

C f t t C f t t

C f t t t

C



 

 

 

  

   



 


  
 

 
 

  
 

   

       
   

     
  

 



  

  



dt



   1 1
1,

1

1 /

0
dp

q

n q
Kf t t t

  

。 

后估计 3I ，由 Minkowski 不等式有 

     

    

    

    

2
2

2
2

2
2

1

2
2

1 11

1
1

3 0

11

0

12

2
0

12

2 2 22
0 0

d d

d d

d d

d d

k kk

k kk

i

i k kk

i

j j ji kk k kk

qq

B tBC

qq
B tBC

qq
B tBC

i

q iq
tBB B BC

i j

I b b f tx x t t

f tx x b b t t

f tx x b b t t

f tx x b b b b t t











 



     







 

   
 

 

 

 
   

 

 

 

 

   

， 

由于 

  1

1

2 2 22
0 0

1
d 1

2
qj j ij

k k kk

q
i i q

CMOjB B BB
j j k

b b C b y b y C b i
B

   
 

 
    
 
 

     ， 

所以有 

      

    

    

2
2

1

2
2

1

1
1

12

3 2
0

12

2
0

11

0

d 1

1
d log

1
2 d lo

i

q i
k

i

q i
k

q
k

qq

CMO C
i

qq

CMO C
i

qqkn q
CMO C

d

d

g d

I C b f tx x i t t

C b f tx x t t
t

C b f tx x t t
t









 



 









 





 

 

 







。 
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注意到 2 11 1 1q q  q ，上面 后一个不等式可由 Hölder 不等式得到。类似于 2I 的估计，我们有 

   1 12
1,

1

1
1

3 0

2
2 lp

q

p
n qk p p

K
k

og dI C f t t t
t


 


 



   
 
  。 

综上所述，若 

   1 1
1

0

2
log dn qt t t

t
     ， 

那么 bU 从
1

1

, p
qK 到 2

2

, p
qK 是有界的，证毕。 

基于傅、陆在[12]中的结果，下面给出本文的第二个主要结论，即交换子 bU 在 Morrey-Herz 空间中的有界

性。 

定理 2.3 对于 ，1 21 ,q q   2 11 1 1q q  q ， 0  ， 1 2 n q   及 ，如果  q nb CMO  
   1 1

1

0
lon qt t   

2
g dt

t
 ，那么 bU 从  n1

1

,
,p qMK   到  2

2

,
,

n
p q
  MK 是有界的。 

对应于定理 2.1 和定理 2.2 的情形，我们也可得到如下的定理： 

定理 2.4 对于 ，1 21 ,q q   2 11 1 1q q  q ， 0  ， 1 2 n q   及 ，如果  q nb CMO  
   1 1

1 1 1

0
loqt t    

2
g dt

t
 ，则 bV 从  1

1

,
,

n
p qMK   到  2

2

,
,

n
p q
  MK 是有界的。 

同样不失一般性，这里只给出定理 2.3 的证明。 

证明：根据定理 2.1 的证明得到 

 

   

0
0 2

,2 2
, 2 0

0
0 1 1

1 1

0

1

1
1

10

sup 2 2

2
sup 2 2 log d

q
p q

q q

pk pk k pb b
kMK Lk k

ppk
k k p n q

k m k mL L
k k

U f U f

f f t t t
t

 
 

 

 



  



 

 
  

 

 
  

 

      
   



 

 



， 

由 Minkowski 不等式有 

 

 

    

0
0 1 1

, 12
, 2 0

0
0 1 1

1

0

1 1 1
1,
, 1

1
1

10

1
1

0

1

2
sup 2 2 log d

2
sup 2 2 log d

2
2 2 log d

q
p q

q

qp

ppk
pk k p pn qb p

k m LMK k k

ppk
pk k p pn q p

k m L
k k

m m n q
MK

U f f t t t
t

f t t t
t

C f t t t
t

 

 

 


 

  

 

 



 
 

 

 


 

    

        

        

 













   1 1
1,
, 1

1 1

0 0

2
log d

qp

n q
MKC f t t t

t
 

    

。 

从而得到 

   1 1
,1, 2

,, 1 2

1

0

2
log d

q p qp

n qb
MK MK

U C t t
t  

 
   


t   

， 

定理证毕。 

3. 高阶交换子 

在上一小节的基础上，本节将所得结论进一步推广到高阶交换子的情形中。首先，定义加权 Hardy 算子的

高阶交换子U
b 为 

          1

0
1

d ,
k

n
j j

j
U f x b x b tx f tx t t x 



 
  

 
b  ， 
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其中 为正整数， 为一个 k 维向量。不难验证，当0k   1 2, , , kb b bb  0k  时，U U b ；当 时，1k  bU U b 。 

类似地，定义加权 Cesàro 平均的高阶交换子V
b 为 

          1

0
1

d ,
k

n
j j

j
V f x b x t b x f x t t t x 



 
  

 
b 

 ,s q q   1, 2, ,i k

。 

将上一节中的结论推广到 k 阶交换子的情形中，可得到如下两个定理： 

 ， 2 1
1

1 1 1
k

i
i

q q


  s 及 1 2
1

1
k

i
i

n s 


   ，如 定理 3.1 对于 ，1 , ，is n
ib CMO   1 2i 

果    1 1
1

0

2
log d

k

t n qt t
t

     
  p p，那么U

b 1 , 2 ,从
1qK 到

2qK  是有界的。 

定理 3.2 对于 ，1 , ，is n
ib CMO    ,s q q   1, 2, ,i k1 2i  ， 2 1

1

1 1 1
k

i
i

q q


  s 及 1 2
1

1
k

i
i

n s 


   ，如 

果    1 1
1 1 1

0

2
log d

k

t n qt t
t

     
  p p，那么V

b 1 , 2 ,从
1qK 到

2qK 是有界的。 

同上，我们可得到定理 2.3 和定理 2.4 的高阶交换子的形式，这里不再给出定理的具体内容。另外，本节中

定理的证明可完全遵循上节中相关定理的证明过程得到，在此不再赘述。 
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