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Abstract: In this paper, we will only use Sylow’s theorem to prove that the simple group of order 660 is iso-
morphic to ( )2,11PSL . 
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摘  要：本文仅用 Sylow 定理证明了 660 阶单群一定同构于 ( )2,11PSL 。 
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1. 引言 

本文采用的符号和术语都是标准的，见文献[1]。 
我们知道，对阶为 n 的非交换单群，当 1000n ≤ 时，n 只能是 60，168，360，504，660，并且阶不超过 1000

的非交换单群只有 5 个：60 阶单群 ( )2,5PSL 、168 阶单群 ( )2,7PSL 、360 阶单群 ( )2,9PSL 、504 阶单群 ( )2,8PSL
和 660 阶单群 ( )2,11PSL 。运用 Sylow 定理不难证明 60 阶单群同构于 ( )2,5PSL ，见文献[1]和文献[2]。在文献

[1]和文献[2]中，Smith 和 Huppert 分别用群论的不同方法证明了 168 阶单群同构于 ( )2,7PSL 。在文献[3]中，Isaacs
用特征标的理论证明了 360 阶单群同构于 ( )6 2 9A PSL≅ ， ，对这个看似简单的结果至今还没有见到纯粹的群论证

明。值得指出的是，在文献[4]第八章的练习 8.12 中，Rotman 希望运用初等群论证明 360 阶单群同构于 6A ，但

他给出的提示“360 阶单群只有 6 个 Sylow 5-子群”是错误的，因为 360 阶单群的 Sylow 5-子群的个数一定是

36。在本文中，我们借用文献[2]的思想，利用初等群论的方法证明了下面的结果。 
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2. 主要定理及证明 

定理：660 阶单群同构于 ( )2,11PSL 。 
证明：设G 是 660 阶单群，此时 2 3 5 11G = 660 = 2 × × × 。首先证明G 的 Sylow 11-子群的个数 ( )11n G =12，

Sylow 5-子群的个数 ( )5n G = 66 。设 P 是 G 的 Sylow 11-子群，由 Sylow 定理知 ( ) ( )11 mod11n G ≡1 和

( ) ( )11 Gn G G N P= : ，因此 ( )11 1n G = 或 12。注意到G 是单群，于是 ( )11n G =12，进而 ( ) 55 5 11GN P = = × 。下

证 ( )GN P 包含 11 个 Sylow 5-子群，根据 Sylow 定理得到 ( )( )5 1Gn N P = 或 11。若 ( )GN P 只有 1 个 Sylow 5-子群

Q ，则 ( )GQ N P ，从而 ( ) ( )G GN P N Q⊆ ，即有 ( )GG N Q: 整除 ( ) 12GG N P: = ，因为 ( ) ( )5 1 mod5n G ≡ ，所

以 ( )5 12n G ≠ ，即 ( )GG N Q: ≤ 6，由此得到 G 整除 6!，矛盾。因此 ( )GN P 包含 11 个 Sylow 5-子群。根据 Sylow
定理得到G 的 Sylow 5-子群的个数 ( )5 1,6,11n G = 或 66。由G 是单群可以得到 ( )5n G ≠1或 6，若 ( )5 11n G = ，则

( )GN P 包含G 的全部 Sylow 5-子群，而 ( )GN P 可由这些 Sylow 5-子群生成，这将有 ( )GN P G ，矛盾于G 是单

群，所以 ( )5n G = 66。 
考虑G 在 ( )11Syl G 上的共轭作用。由于 ( )11n G =12，可设 

( ) { }11 0 1 10, , , ,Syl G P P P P P∞= =   

并用 ( ){ }11GF∞, 表示被置换的数码集合。设 P u= ，则 ( )Gu N P∞∈ ，所以 u 保持 P∞ 不动。因为 

( ) ( )10G iu N P i∉ 0 ≤ ≤ ，所以 u 变动了 ( )11GF 的每个元，因为 u 是G 的一个 11 阶元，适当调整数码的排列顺

序， u 共轭作用在 ( )11Syl G 上引起的置换总可以写成 ( )( )0,1,2,∞ ,10 的形式。显然 u 对应的映射为 1x x + ，

其中 ( ){ }11x GF∈ ∞, ，这是一个线性分式映射。 
设 ( ) ,GN P u n= ，其中 u 是一个 11 阶元， n 是一个 5 阶元。由 ( )Gn N P∈ 得到 n 保持 P∞ 不动。因为

( )53 1 mod11≡ ，所以对所有的 ( )11x GF∈ ， n 对应的映射为 3x x ，这是一个线性分式映射。 
设 N n= 是G 的一个 Sylow 5-子群，记 ( ): GH N N= ，则 ( )5:G H n G= = 66，从而 10H = = 2×5，于是 H

有一个 2 阶元 t 。由于 N H ， t 共轭作用在 N 上，诱导了 N 的一个自同构，注意到 t 为 2 阶元，因此 tn n= 或
1tn n−= 。 

若 tn n= ，则 n 与 t 可交换，nt 是一个 10 阶元，即 H 含有 10 阶元，此时 H 是循环群，所以G 的所有 Sylow 
5-子群 iN ( )1 66i≤ ≤ 的正规化子 iH 都是循环群，且 i jH H≠ 当且仅当 i jN N≠ ( )1 , 66i j≤ ≤ 。 iH 含有 ( )10 4ϕ = (ϕ

为欧拉函数)个 10 阶元，而G 含有 66 个 Sylow 5-子群，因此所有正规化子共含有 66 2644× = 个 10 阶元。 

根据 Sylow 定理可以得到G 的 Sylow 3-子群的个数 ( )3 1, 4,10,22,55n G = 或 220。注意到G 是单群，因此

( )3 1n G ≠ 或 4。若 ( )3 10n G ≥ ，则G 至少有 2 10 20× = 个 3 阶元。因为 ( )11n G =12，所以G 有10 12=120× 个 11
阶元，又 ( )5n G = 66，故G 有 4 66 264× = 个 5 阶元。综上我们得到G 中 10 阶元、3 阶元、11 阶元和 5 阶元的

总个数至少有 264 20 120 264 668+ + + = 个，而 G668 > 660 = ，矛盾。因此 1tn n−= 。 

下证 t 在 ( ){ }11GF∞, 上引起的置换为 

( )( )( )( )( )( )1 1 1 13,3 1 9,9 1 5,5 1 4,4 1t t t t t− − − −0,∞ 1,1 。 

因为G 在 ( ){ }11GF∞, 上传递，任意一个点的稳定子群阶为 55， t 为 2 阶元，所以 t 没有不动点，因此 t 对
换 n 的不动点 0 和∞。由 1tn n−= 和 3nx x= 可得 ( ) 1

3 t nt tnx x x
−

= = ，又
1 13nx x
− −= ，故

1 13tn tx x
− −= ，从而( ) 13 3t tx x−= 。

在 ( ) 13 3t tx x−= 中分别取 2 31,3,3 ,3x = ，我们可得置换 

( )( )( )( )( )( )1 1 1 13,3 1 9,9 1 5,5 1 4,4 1t t t t t− − − −0,∞ 1,1 ， 

显然 t 对应的映射为 11tx x−
 ，其中 ( ){ }11x GF∈ ∞, ，这是一个线性分式映射。 

综上所述，我们找到了G 里的 3 个元素 u ， n ， t 分别对应线性分式映射 1x x + ， 3x x ， 11tx x−
 ，
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其中 ( ){ }11x GF∈ ∞, 。容易验证 det 1u = 和 det 3n = ，而 ( )11GF 中的平方剩余为 1，3，4，5，9，所以 det u 和 det n
是 ( )11GF 中的平方剩余。下证1t 不是 ( )11GF 中的平方剩余。由于 t 在 ( ){ }11GF∞, 上引起的置换为 

( )( )( )( )( )( )1 1 1 13,3 1 9,9 1 5,5 1 4,4 1t t t t t− − − −0,∞ 1,1 ， 

t 没有不动点，故 

1 1 1 11 1 , 3 3 1 , 9 9 1 , 5 5 1 , 4 4 1t t t t t− − − −≠ ≠ ≠ ≠ ≠ 。 

进而 

1 1 , 1 9, 1 4, 1 3, 1 5t t t t t≠ ≠ ≠ ≠ ≠ 。 

这表明1t 不是 ( )11GF 中的平方剩余。又 1− 不是 ( )11GF 中的平方剩余，于是根据两个非平方剩余的乘积是平方

剩余，得到 det 1tt = − 是 ( )11GF 中的平方剩余。因 

( ) ( ) ( )2,11 : | , , , 11 , 11ax bPSL x a b c d GF ad bc GF
cx d

α ∗+ = ∈ − 
+ 

 是 中的平方数 ， 

容易看到u ， n ， t 对应的线性分式映射属于 ( )2,11PSL 。 

令 , ,A u n t= ，其中 u ，n ，t 分别是 11 阶元，5 阶元，2 阶元。因为 2 5 11 110× × = 整除 A ，所以 :G A ≤ 6，

注意到G 是单群，于是G A= 。故G 同构于 ( )2,11PSL 的一个子群，而 ( )2,11G PSL= ，因此 ( )2,11G PSL≅ 。 
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