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Abstract: By the iteration of KAM, the following second-order differential equation: 

   , , , 0x f x x t ax bx x e x t
         is studied. Under some assumptions on the parities of  , ,f x x t  

and , by a small twist theorem of reversible mapping, the existence of quasi-periodic solutions and 

boundedness of all the solutions are obtained. 

 ,e x t 
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摘  要：用 KAM 迭代方法研究了下列二阶微分方程：    , , , 0x f x x t ax bx x e x t
        。当

 , ,f x x t 与  ,e x t 的导数满足一定条件时，利用关于可逆映射的小扭转定理得到拟周期解的存在性与

所有解的有界性。 
 

关键词：可逆系统；KAM 定理；解的有界性 

1. 引言 

在文献[1]中，作者研究下面的二阶方程： 

     2,x f x t x n x x p x t     , 0                              (1) 

其中  , ,f x t  x 有界，并且        , , 1 , , ,f x t f x t p x t p x t   1 。 

假设  , ,f x t  x 以及 满足恰当的假设，使方程(1)具有可逆结构。通过将原方程化为一个可积系统

的小扰动，运用 KAM 定理，[1]证明了方程的所有解的有界性。 

 p x

受到文献[2-5]的启发，本文讨论下面的二阶方程 

   , , , 0x f x x t ax bx x e x t
                                       (2) 
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其中 

  1, ,k s
k

k s

f x y t
x C x

x y





 

 
，

  1,k s
k

k s

e x t
x C x

x t





 

 
，                     (3) 

0 1    ， ，可以看出非线性扰动项是无界的，这也是本文与[5]不同的地方。 0, 0 , , 6x k s m    

2. 主要结论 

定理 1. 假设 ，关于 t 都是 周期，满足(3)且有 6 ,e C f C  6 2π

       
      

, , , , , , , ,

, , , , , , , .
f x y t F x y t e x t e x t

f x y t F x y t e x t e x t

    

     
                              (4) 

那么所有(2)的解都是有界的。 

3. 定理 1 的证明 

3.1. 作用角变量与坐标变换 

通过坐标变换，方程(2)可变换成下面的系统， 

 ,

x y

y f ax bx e x t x
 

  


     
                               (5) 

由条件(4)，我们很容易看出，(5)关于对合    : , ,G x y x y  具有可逆结构。 

令  c  为方程 的解，显然满足初始条件0x ax bx        0 1, 0 1x x  并且令  s  为其导数。下面做

变换： 

 
 .

x rc

y rs









 

在变换 下,系统(5)变为：   , ,r x  y

     
     

1 1 1

2 2 2

, , , , , ,

1 , , 1 , , , ,

r f t r N t r P t r

f t r N t r P t r

  

  

   
       

                          (6) 

其中 

     1
1 , ,N t r a r c s    ，      1

1 , ,P t r a fs es       

   1 1 1
2 , ,N t r a r c      ，      1

2 , ,P t r a r fc es        

容易验证   1 1, , , , f t r f t r     ，    2 2, , , ,f t r f t r    ，因此，系统(6)关于对合    : , ,G r r   。

是可逆的。 

为了估计   1 2, , , , , f t r f t r  ，我们需要下面的引理。  

引理 1 令              , , , , , , , ,f t r f t rc rs e r e t rc rs       ，如果  , ,f t r 和 满足(3)，那么

有 

 , ,e t r 

   , , , ,
,

k s k s
k k

k s k s

f t r e t r
r c r r

r t r t
c r    

 
   

                          (7) 

对 ,   6R k s    成立。 
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证明. 由直接计算，引理 1 可以直接验证，因此我们省去细节。 

为了下面讨论方便起见，我们引入函数空间  mM  的概念。 

定义 1. 令 。我们称  2
1 2,n n n N   nf M  ，如果对 1 20 ,0j n s n    ，存在 ， 使得 0 0r  0c 

      1, , ,   ,   ,j j s
r t or D D f t r c r r r t S S  1       。 

由函数空间 的定义，易得  mM 

           1
1 25,5 5,5, , ,  , ,f t r M r f t r M r                                (8) 

因此对于足够大的 ，我们有r 2 1f r  。当 ，系统(6)等价于下面的系统： 1r 

    

  

1

1 1

1

2

d
, , 1 , ,

d
d

1 , ,
d

r
f t r f t r

t
f t r

 









  

  


                               (9) 

容易验证   1 1, , , , f t r f t r     ，    2 2, , , ,f t r f t r    。因此系统(9)关于对合 是可逆

的。我们将系统(9)写成下面的形式： 

   : . ,G r t r t 

          

          

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

d
, , , , , , , , , ,

d
d

1 , , , , 1 , , , , , ,
d

r
f t r h t r N t r P t r h t r

t
f t r h t r N t r P t r h t r

    


    


     

        


         (10) 

其中   1 2
1

2

, ,
1

f f
h t r

f
  


，  

2
2

2
2

, ,
1

f
h t r

f
  


并且有 

       1 1 2 2, , , , , , , , ,h t r h t r h t r h t r          ， 

因此(10)关于对合    , ,G r t r t  也是可逆的。由直接计算，易得 

           2 1 2 2
1 25,5 5,5, , ,   , ,h t r M r h t r M r                           (11) 

现在系统(10)有如下形式 

   

   

1 1

2 2

d
, , , ,

d
d

1 , , , ,
d

N t r g t r

t
N t r g t r

  


 


  

   


                              (12) 

其中      1 1 1, , , , , ,g t r P t r h t r    ，      2 2 2, , , , , ,g t r P t r h t r     。由(11)，易得 

         2 1 1 2 2
1 25,5, , max , ,   , , max ,g t r M r r g t r r r       



                 (13) 

下面，我们将对系统(12)进一步做变换。 

引理 2. 存在变换 ,   ,t t r S r    ，使得系统(12)变为 

 

  

1

2 2

d
, ,

d
d

1 , , , ,
d

g t r

t
N t r g t r

 


 


 

   







                          (14) 

其中      1
1 5,5, ,g t r M r   


，      2 5,5, ,g t r M r  


。并且系统(14)关于对合    ,G t t,   是可逆的。 

证明. 令 
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1

1
10

, , , d
1

r
S r N t r a r


   




 

  

那么有    , , 2π pS r S r   ，    ,S r S r,   。容易验证      1
5,5,S r M r  。因此    ,r t,  关于

 ,r S r   微分同胚。那么，存在函数  ,L L   使得  ,r L    ，其中    , 2π ,pL L r    ，

   , ,L L      ,L r 且 。    1
5,5M   

通过上面的变换，(12)变成(14)其中 

           1 1 2 2 2 2, , , , ,  , , , , , , , ,g t g t L g t N t N t L g t                 L  
， 

由(13)以及直接计算，我们有 

           2 1 1 2 2
1 25,5 5,5, , max , ,  , , max ,g t r M r r g t r M r r        

。 

既然   ,L L ,     ，系统(14)关于对合    : , ,G t t   是可逆的。引理 2 证明完毕。 

下面我们将对方程(14)中第二个式子进行变换，主要是把  2 , ,N t r 中的平均项分离出来。 

Lemma 3. 存在变换 ,   ,t S       


使得系统(14)变为 

 

   

1

2 2

d
, ,

d
d

1 ,
d

H

t
N H

   


,  


 

   


                                (15) 

其中   1
2N    ，

2π 1 1

0

1
a d

2π
c   


，    1 2, , , , ,H H      满足 

       2 1 1 2 2
1 25,5 5,5H max , ,   max ,M r r H M r r      



                   (16) 

并且系统(15)关于对合   : , ,G     是可逆的。 

证明. 定理证明类似引理 2。 

3.2. Poincare 映射与不变环面 

令  2N  。当  时，   1
2N    ，故 0      。 

定义变换

1

,       ，那么系统(15)有如下形式 

 

 

1

2

d
, , ,

d
d

1 , ,
d

g

g

    



,   


 

   



                               (17) 

其中 

           21
1 1 2 2

d
, , , , , , , , , , , , ,

d

N
g H g H                  


           

引理 4 扰动项 1g ， 2g 满足下面估计： 

01
1 2,   ,

k s k s

k s k s
g c g c

   

 
 

   
   

01                            (18) 

其中 0 max ,1 0
1

 

    

。 
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证明. 当 时，估计(18)易由(16)得出。引理 4 得证。 1k s 

由引理 2、3 以及(18)，我有 

       1 1 2 2, , , , , , ,   , , , , , ,g g g g                      。 

系统(17)关于对合   : , ,G     是可逆的。令 为(17)的 Poincare 映射，则 关于P P    : , ,G     也

是可逆的并且有以下形式： 

 
 

1

2 2

2π 2 π , ,

, ,

p p g

g

1    

    

    


 

 

                                (19) 

其中 ，1S   1, 2  。   1 2, , , , ,g g       
满足 

01
1 2,   

k s k s

k s k s
g g c 

   

 
 

 
   

                             (20) 

至此，我们验证了映射(19)满足[6]中针对可逆映射的扭转定理的所有条件。这意味着当  足够小，存在

Poincare 映射的不变环面，保证了系统(5)解的有界性，因此(2)的所有解都是有界的。这样定理 1 的证明完毕。 
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