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Abstract: A four quadratic rational spline interpolation for non closed curves was well described. This paper 
presents an approach of four quadratic rational interpolation spline and explores the interpolation function 
monotonicity and continuity. Error estimates confirm the conformality and numerical practical examples illu- 
strate the effectiveness of the method. 
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摘  要：一元四次有理插值样条对于非封闭曲线进行了很好地数学描述。本文提出了一元四次有理插

值样条的方法，探究了这种插值函数的单调性，连续性，误差估计证实其保形性，最后用实际的数值

实例来说明该方法的有效性。 
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1. 引言 

随着航空、造船、机械设计和制造等现代工业的蓬勃发展，计算机辅助几何设计，简称 CAGD (Computer 
Aided Geometric Design)，逐步成为的一门新兴的交叉学科与边缘学科。作为 CAGD 系统基本几何元素，自由曲

线、曲面的表示、设计、显示、分析以及规格、处理(包括数据结构、数据库、图形的信息形式和调整方式等)
问题，是 CAGD 的主要研究对象和内容，而用插值与逼近方法解决曲线、曲面造型问题是 CAGD 最基础的研究

课题。所谓插值问题就是从给定的离散点的值，去构造一个连续定义的(简单)函数，使得它与被逼近的函数在给

定点的值完全一致。插值法是数值逼近的一种最简单的重要方法，利用插值法可以通过函数在有限个点处的取

值情况估算出函数在其它点处的值。插值法是整个数值逼近的基础。它被广泛应用于方程求根、函数逼近、数

值微分、数值积分、积分和微分方程数值解等。有理样条由于其极好的保形性，光滑性已经成为一种广泛应用

的曲线曲面设计方法。 
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近些年来，不少学者在有理二次，三次有理样条以及他们的性质和应用上做了研究[1-8]。如：Gregory，
Delbourgo 在文献[1]构造了 2/2 型有理插值样条，探究了它的保单调问题。王强在文献[7]构造了双参数 3/1 型的

有理插值样条，探究了其光滑性。Delbourgo 在文献[2]构造了 2/1 型有理插值样条，并探究了它的保凸问题。王

仁宏，吴顺唐在文献[3]从实际的课题着手，构造了几种具有线性结构的有理插值样条并讨论了它们的解析。王

强，段奇、Hussain 等在文献[4-7]也是用含参数的分段三次有理函数构造了满足约束条件插值样条。 
本文构造四次分段有理插值曲线即分子、分母分别为四次、一次多项式的插值函数，并讨论了该函数的一

阶、二阶连续性和保单调的条件。该函数含有二族参数 α，β可自由调节以改变曲线的形状，并可通过导数 d 赋

值，无需求解线性方程组使得插值函数二阶连续。从理论上证实插值样条函数的保形性。 
它具有以下优点：1) 局部性，每个区间的函数表达式只与相邻的若干节点取值有关；2) 保形性，无需增加

中间节点，通过参数选取可实现保形要求；3) 具有显式表达式，便于计算分析；4) 含有参数，便于交互式修改，

可以通过参数的改变而不是点的变动来修改插值函数。 
本文结构如下：第一部分的引言介绍了该插值方法存在的背景，目前的研究领域以及本方法的优点之处。

第二部分具体讲述了这种方法。第三部分从单调性，连续性和误差估计三方面探究了其的保形性。第四部分用

数值例子证实了这种方法的可行性。第五部分是对文章的小结。 

2. 一元四次有理插值样条曲线的构造 

给定数据 ( ), , 1,2, , ,i ix f i n=  其中 if 为被插函数在分划点 ix 上的函数值，此处 1 2 nx x x< < < 。记

1i i ih x x+= − ， ( )1i i if f+∆ = − ，当 [ ]1,i ix x x +∈ 时， [ ]0,1 ,t∈  1,2, , 1i n= − ，定义： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) if 0
if 0

i i i
i i

i i

Q t P t
w x w x h t W t

f
∆ ≠= + ≡ = 
∆ =

                         (1) 
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iα ， iβ 称为形状参数都取正数， id 表示函数在点 ix 处的导数值，对(1)定义的函数求导可得： 
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( )
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其中 
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由(1)、(2)容易验证函数满足下列插值性质： 
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( )i iw x f= ， ( )1 1i iw x f+ += ； 

( ) ( )1
i iw x d= ， ( ) ( )1

1 1i iw x d+ +=  

因此，函数 ( ) [ ]1
1, nw x C x x∈ 是在 ix 和 1ix + 处的 Hermite 插值。 

3. 一元四次有理插值曲线的保形性 

下面从插值函数单调性、插值函数二阶连续性和插值函数误差估计来说明其保形性。 

3.1. 插值函数单调性 

下面我们讨论(1)式定义的一元四次有理样条插值函数的单调性。假设 ( )f x 在区间 [ ],a b 单调递增，因此设

1 2 nf f f≤ ≤ ≤ ，或 0i∆ ≥ 。 
选取导数值 id 满足： 

0, 1,2, ,id i n≥ =   

在区间 [ ]1,i ix x + ， ( )w x 单调递增的充要条件为： 
( ) ( )1 0w x ≥  

注意到由(1)式给出的插值函数， ( )w x 的导数 ( ) ( )1w x 的分母恒正，因此只需 ( ) ( )1w x 的分子大于零。当 0id ≥

时，如果 1 0iA ≥ ， 2 0iA ≥ ， 3 0iA ≥ 成立，则 ( ) ( )1 0w x ≥ ，因此，我们得到插值函数 ( )w x 单调的充分条件为： 

0, 1,2,3ijA j≥ =  

即 

3i id ≤ ∆                                             (3) 

1 3i id + ≤ ∆                                            (4) 

1 4i i id d ++ ≤ ∆                                          (5) 

因此，我们就得到下述定理： 
定理 1：已知数据 ( )1 2 nf f f≤ ≤ ≤ 单调递增，导数值 0id ≥ ，当 id 满足(3)、(4)、(5)时，则存在二族含有参

数 iα ， iβ 的四次有理插值函数 ( ) [ ]1 ,w x C a b∈ 并且是单调递增的。 

3.2. 插值函数二阶连续性 

对任意 [ ]1,i ix x x +∈ ，由(1)式定义的一元四次有理样条插值函数 ( )w x 求二阶导数可得： 

( ) ( )
( )

( )
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1
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=
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其中 
3 3 2

0 6 4 2i i i i i i i iB d dα α α β= ∆ − −  

2 3 2 2 3
1 118 6 8 6 2i i i i i i i i i i i i i iB d d dα β α α β α β α+= ∆ − ∆ − − +  

2 2 2 2
2 118 18 6 6i i i i i i i i i i i i iB d dα β α β α β α β += ∆ − ∆ + −  

3 2 2 2 3
3 1 16 8 6 18 2i i i i i i i i i i i i i iB d d dβ α β α β α β β+ += ∆ + + − ∆ −  
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3 2 3
4 1 14 2 6i i i i i i i iB d dβ α β β+ += + − ∆  

因此有 
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由函数 ( )w x 在点 ix 二阶连续，可得 
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                             (6) 

由以上推导可得下述定理 
定理 2：当 id 满足(6)式时，含有参数 iα ， iβ 的四次有理插值函数族 ( ), ,i iw x α β 在区间 [ ],a b 上二阶连续。 

3.3. 插值函数误差估计 

对于分片函数(1)只需考虑在区间 [ ]1,i ix x + 上的情形。 
定理 3：假设 ( ) [ ]4 ,f x C a b∈ ， ( )w x 是由(1)式定义的在区间 [ ]1, nx x 上的分片有理插值样条函数，则对任意

[ ]1,i ix x + 下式成立： 

( ) ( ) ( )
4

4

384 4 16
i i i i i i

i

h k h c hw x f x f λ
µ

− ≤ + +  

其中 

{ }max ,i i iλ α β= ，           { }min ,i i iµ α β=  

( ) ( ){ }1 1
1 1max ,i i i i ik f d f d+ += − − ， 1i i ic d d += +  

证明：对于 [ ]1,i ix x x +∈ ，令 ( )i it x x h= − ， ( ) ( )( )i iF t f x t= ，记 ( ) ( )( )i iW t w x t= ，其中 ( )i i ix t x h t= + 。 
将由(1)式定义的函数 ( )iW t 改写成下列形式： 

( ) ( ) ( )i i iW t H t K t= +  

其中 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )3 2 2 3
1 1 11 3 1 3 1i i i i i i i i iH t f t f d h t t f d h t t f t+ + += − + + − + − − +  

令 
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1
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则有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* *
i i i i i i i i i iF t Q t P t F t H t K t F t H t H t H t K t− = − − ≤ − + − +          (7) 

因为函数 ( )*
iH t 是关于 ( )iF t 在 [ ]1,i ix x + 上的两点 Hermite 插值，所以有： 

( ) ( ) [ ] ( ) ( )
44

4*
0,1 4

1 dMax
384 384d

i
i i it

hF t H t F t f
t∈− ≤ ≤                       (8) 

由函数 ( )*
iH t ， ( )H t ， ( )iK t 的定义并将其带入化简可得： 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )1 1*
1 11 1

4
i i

i i i i i i i
k hH t H h t t f d t f d t+ +− = − − − − − ≤                   (9) 

及 

( ) ( ) ( )2 21
1 16

i i i i i i i i
i

i i i

h d d h cK t t t
t t

α β λ
α β µ

−
= − ≤

− +
                          (10) 

将(8)式，(9)式和(10)式带入(7)式，即可得定理的结论。 

4. 数值实例 

下面通过一个例子来验证本文所述的方法。 
表 1、表 2 的数据分别取自 Akima (1970)和 Sarfraz (2000)。 

 
Table 1. Akima data 
表 1. Akima 数据 

i  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

ix  0 2 3 5 6 8 9 11 12 14 15 

iy  10 10 10 10 10 10 10.5 15 30 60 85 

 
Table 2. Sarfraz data 
表 2. Sarfraz 数据 

i  1 2 3 4 5 

ix  0 6 10 29.5 30 

iy  1 15 15 25 30 

 

导数值{ }id 通过已知数据 ( ), , 1,2, ,i ix f i n=  ，由下式确定： 

( )
1 1

1
1 1

1

, 2,3, ,
2 1
3 3

i i i i
i

i i
i i i i

ii

h hd i n
h h h hβ α

βα

− −

−
− −

−

∆ + ∆
= =

 + + + 
 

  

( ) ( )
1

1
1 1 2 1 1 2

0 if 0
otherwise

d
h h h

∆ == ∆ + ∆ − ∆ +
 

用(1)定义的保形样条可绘制出相应的插值曲线，形状参数 iα ， iβ 可根据需要交互式选取，以调整曲线的形

状。图 1 和图 2 为取 1iα = ， 2iβ = 的插值曲线，曲线保持了被插数据的单调性且具有较好的视觉效果。 
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Figure 1. Shape preserving interpolation curves of Akima data 
图 1. Akima 数据的保形插值曲线 

 

 

Figure 2. Shape preserving interpolation curves of Sarfraz data 
图 2. Sarfraz 数据的保形插值曲线 

 

5. 小结 

本文构造了四次分段有理插值曲线即分子、分母分别为四次、一次多项式的插值函数，并讨论了该函数的

一阶、二阶连续性和保单调的条件。该函数含有二族参数 αi，βi 可自由调节以改变曲线的形状，并可通过导数

di赋值，无需求解线性方程组使得插值函数二阶连续。 
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