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Abstract 
This article introduced three proof methods of Dirichlet integral through complex function and 
integral transform, and gave another method for proving Dirichlet integral using symmetrical prop-
erty of Fourier transform. 
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摘  要 

本文介绍了复变函数和积分变换里狄利克雷积分的三种证法，并利用傅里叶变换的对称性质证明出了狄
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利克雷积分。 
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1. 引言 

狄利克雷积分
0

sin dx x
x

+∞

∫ 在工程技术，阻尼振动中有广泛的应用，其被积函数不能用初等函数表示， 

不能直接计算[1]-[3]。文[4]介绍了 9 种算法，大致是通过二重积分、级数、等式、收敛因子法计算出 

0

sin πd
2

x x
x

+∞
=∫ 。本文介绍了四种狄利克雷积分证明方法，其中证法一和二是两种经典的证明方法[5]，本 

文对证法二进行了适当的改进，在一定程度上简化了其证明的复杂度；证法三和四是本文在传统证明方

法的基础上，将复变函数与积分变化、傅里叶变换相结合提出的两种新的证明方法，与传统的证明方法

相比，本文提出的方法较好的改善了狄利克雷积分证明的复杂度，而且在不同条件下都可进行有效的推

广。本文介绍的狄利克雷积分的四种证明方法详细证明过程如下。 

2. 传统的狄利克雷积分证明方法与改进 

第一个证明方法是利用 ( )
1, 1
0, 1

t
f t

t
 ≤=  >

傅里叶积分表达式来证明。 

证明一：函数 ( )
1, 1
0, 1

t
f t

t
 ≤=  >

的傅里叶积分表达式为： 

( ) ( ) ( )

( )

( )

1

1

1

0

0

1 1e d e d cos sin d e d
2π 2π
1 1 sincos d e d cos sin d
π π

2 sin cos d 1 .
π

iw iwt iwt

iwt

f t f w w i w w

ww w wt i wt w
w

w wt w t
w

ττ τ τ τ τ

τ τ

+∞ +∞ +∞−

−∞ −∞ −∞ −

+∞ +∞

−∞ −∞

+∞

   = = −      

 = = +  

= ≠

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫

 

( ) 11,
2

t f t= = ，故 

( )
0

π , 1
π 2, 1sin cos π2d , 1
π 1 4, 1 0, 12 2

t
f t tw wt w t

w t t

+∞

 < ≠ = = = 
 × =
 >



∫ , 

当 0t = ，就有
0

sin πd
2

w w
w

+∞
=∫ 。 

下面要介绍的第二种证法是用柯西–古萨定理和约当引理来证明。 

证明二：                      
0

sin 1 sind d
2

x xx x
x x

+∞ +∞

−∞
=∫ ∫ , 
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e cos sin sind d d
ix x i x xx x i x
x x x

+∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞

+
= =∫ ∫ ∫ , 

先考虑
eiz

z
沿着下图的积分路径 

 

 
 

由柯西–古萨定理，有 

e e e ed d d d 0
r r

iz ix iz ixr R

C R c r
z x z x

z x z x
−

−
+ + + =∫ ∫ ∫ ∫  

令 ,x t= − 则有
e e ed d d

ix it ixr r R

R R r
x t x

x t x

−
−

−
= = −∫ ∫ ∫ ， 

所以
e e e ed d d 0

r r

iz iz ix ixR

C c r
z z x

z z x

−−
+ + =∫ ∫ ∫ ，即 

e e sind d 2 d 0
r r

iz iz R

C c r

xz z i x
z z x

+ + =∫ ∫ ∫ ,                            (1) 

由约当引理二可知
elim d 0

R

iz

CR
z

z→+∞
=∫ ，剩下只要求出

e d
r

iz

c
z

z∫ 的值就可以了。
eiz

z
的洛朗展式为： 

( )
1e 1 1

2! !

iz n nz i zi z
z z n z

ϕ
−

= + − + ⋅⋅⋅ + + ⋅⋅ ⋅ = + , 

( )
11

2! !

n nz i zz i
z n

ϕ
−

= + − + ⋅⋅⋅ + + ⋅⋅ ⋅在 0z = 是解析的， 

( ) ( ) ( )0e d ed d d d π d
er r r r r

iz i

ic c c c c

z irz z z z z i z z
z z r

θ

θπ
ϕ θ ϕ ϕ= + = + = − +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

( )0 iϕ = ，当 z 充分小时， ( ) 2zϕ ≤ ，当 r 充分小时， 

( ) ( ) 0d d 2 d 2π 0
r r r

r
c c c

z z z s s rϕ ϕ →≤ ≤ = →∫ ∫ ∫ , 

故 ( )
0

lim d 0
rcr

z zϕ
→

=∫ ，即
0

lim d π
r

iz

cr

e z i
z→

= −∫ ，代入(2)式中有 

0

sin πd
2

x x
x

+∞
=∫  

该证明方法比较复杂，上述证明中 ( )
0

lim d 0
rcr

z zϕ
→

=∫ 可以改良为如下证明： 
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证明：因为 ( )zϕ 在整个复平面上处处解析，故其和积分路径无关，只与起点和终点有关，则 

( ) ( ) 0d d 0
r

r r
c r

z z z zϕ ϕ
+ →

−
= →∫ ∫ . 

3. 基于复变函数与积分变换的狄利克雷积分证明 

第三种证明方法是本文新提出的方法，利用像函数的积分性质进行证明，证明方法如下： 
证明三：像函数的性质为：如果 ( )f t 的拉普拉斯变换 ( ) ( ) ( ), d

s
L f t F s F s s

∞
=   ∫ 收敛，则 

( ) ( ) ( )
0

d de st
s

f t f t
L t F s s

t t
+∞ ∞− 

= = 
 

∫ ∫                              (2) 

上式中令 0s = 得到：
( ) ( )

0 0
d d

f t
t F s s

t
+∞ ∞

=∫ ∫ ，利用这个式子，令 ( ) sinf t t= ，则有 

( ) ( ) 2 00 0 0 0

sin 1 πd d sin d d arctan
21

t t F s s L t s s s
t s

+∞ ∞ +∞ +∞ +∞= = = = =
+∫ ∫ ∫ ∫  

可以看出，基于像函数的性质进行证明非常简单，很大程度上简化了狄利克雷积分证明的复杂度。 

4. 基于复变函数与积分变换的狄利克雷积分证明 

本文提出的另一种方法是基于复变函数和傅里叶变换进行证明的，方法如下： 

证法四： ( )
1, 1
0, 1

t
f t

t
 <=  >

的傅里叶变换为 

( ) ( )1 1

1 0

2sine d cos sin d 2 cos diwt wtt wt i wt t wt t F w
w

+∞ +−

−∞ −
= + = = =∫ ∫ ∫  

由傅里叶变换的对称性质： ( )
2π, 12sin 2sin e d 2
0, 1

iwt wt tF t f w
wt t

π
+∞ −

−∞

 <  = = − =   >  
∫  

令 0w = ，
2sin d 2πt t

t
+∞

−∞
=∫ ，即

0

sin πd
2

x x
x

+∞
=∫ 。 

5. 结论 

狄利克雷积分
0

sin dx x
x

+∞

∫ 是积分学中著名的积分，许多重要积分的计算最后都化为此积分，本文在 

传统的狄利克雷积分证明进行了改进，并在此基础上，将复变函数与积分变换、傅里叶变换相结合，提

出了两种新的狄利克雷积分证明的方法，较好的简化了狄利克雷积分证明的复杂度。 
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