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Abstract 
Motivated by existence of solutions of single equation, in this paper we study the existence of mul-
tiple solutions of a class of nonlienar elliptic systems with nonhomogeneous boundary conditions. 
Using Guo-Krasnoselski’s fixed point theorem on cones, we prove that there exist at least three 
positive solutions for this class of nonlinear elliptic systems. 
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摘  要 

受对单个方程多解的存在性的研究的启发，本文研究具有非齐次边界条件的非线性椭圆方程组的存在性

及多解性。由锥上Guo-Krasnoselskii不动点定理，本文证明了一类椭圆型方程组至少存在三个正解。 
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1. 引言 

本章主要考虑了下列问题三个正径向解的存在性 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

0

0

0

0

1 1

2 2

1 2

, , 0 ,

, , 0 ,

0,   0, 0 ,

,   , 0 ,

R
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R

R

u k x F u v x B

v k x H u v x B

u v x B

u a v a x B

λ

λ

−∆ = ∈

−∆ = ∈


> > ∈
 = = ∈∂

                      (1.1) 

其中 ( ) ( )
0

0 2N
RB R N⊂ > 是一个以原点为球心 0R 为半径的球， ( ),  1, 2i ia iλ = 是正参数， ( )( )1,2ik x i = 是

在 [ ]00, R 的任何子区间上都不恒等于零的连续函数. 
本文假设成立下列条件： 
(H1) ( ) ( ), ,  ,F u v H u v 是关于 ,  u v 的连续递增函数，即：当 1 2u u< 时，有 ( ) ( )1 2, ,F u v F u v< ，

( ) ( )1 2, ,H u v H u v< 成立；当 1 2v v< 时，有 ( ) ( )1 2, ,F u v F u v< ， ( ) ( )1 2, ,H u v H u v< 成立。 
(H2) 对任意的 0,  0u v> > ，有 ( ) ( ), 0,  , 0F u v H u v> > 成立。 

(H3) 对任意的 0v > ，有
( )

0

,
lim 0
u

F u v
u→

= 成立；对任意的 0u > ，有成
( )

0

,
lim 0
v

H u v
v→

= 立。 

(H4) 对任意的 0u > ，有
( ),

lim 0
v

F u v
v→+∞

= 成立；对任意的 0v > ，有
( ),

lim 0
u

H u v
u→+∞

= 成立。 

(H5) 存在非负函数 [ ) [ )1 2,  : 0, 0,ϕ ϕ +∞ → +∞ 满足 
( ) ( )2

1
d     1, 2N N

i iϕτ τ
+∞ − < +∞ =∫  

且存在正常数 ( )i iaα ， ( )i iaτ ， ( )i iM a ( )1,2i = ，使得对任意的 ( ) ( ) 1, 2i i ia iτ τ> = ，都有下式成立 

当 ( ) ( ) 1, 2i i ia iα α≥ = 时，有
( )
( )
1 1 1 2 2 2

1 1
1 1 2 2

,
,

F a a
M

F a a
α τ α τ

ϕ
α α

+ +
≤

+ +
，

( )
( )
1 1 1 2 2 2

2 2
1 1 2 2

,
,

H a a
M

H a a
α τ α τ

ϕ
α α

+ +
≤

+ +
成立 

本文的主要结果如下 
定理 1.1：若 ( ) ( ), ,  ,F u v H u v 满足(H1)~(H5)，则对任意的 ( ),  0 1, 2i ia iλ > = ，问题(1.1)至少有一个

解。 
定理 1.2：若 ( ) ( ), ,  ,F u v H u v 满足(H1)~(H5)，并且存在 1 2,  δ δ  使得对任意的 ( ) ( )1 1 2 20, ,  0,a aδ δ∈ ∈  ，

存在 ( ) ( )1 1 2 2,  0a aλ λ >  ，当 ( ) ( )1 1 1 2 2 2,  a aλ λ λ λ> >  时，方程组(1.1)至少存在三个正的径向解。 
本文的证明主要基于著名的 Krasnoselskii 的不动点定理。这种方法已经得到广泛的应用，如文献[1]

用这种方法研究了单个方程解的存在性和单个方程的多解性，文献[2]-[4]用不同的方法考虑了非线性

Schrodinger 方程组类似的问题，文献[5] [6]主要运用锥上不动点定理和 Green 函数研究了非线性方程组的

多解性。在这些文献的启发下，可以把本文的问题转化为常微分方程的问题，通过不动点理论得到多个

不动点的存在性。 

2. 预备知识 

本文的主要目的是研究问题(1.1)多个正径向解的存在性。现把偏微分方程转化为常微分方程。令
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x r= ，并且用 1u a+ ， 2v a+ 来代替 ,  u v ，所以方程组(1.1)可化为齐次边界条件的常微分方程 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1
1 1 1 2 0

1 1
2 2 1 2 0

0 0

, 0,

, 0,

0 0,     0 0

N N

N N

r r u k r F u a v a r R

r r v k r H u a v a r R

u R u v R v

λ

λ

− −

− −

 ′′− = + + ∈
 ′′− = + + ∈
 ′ ′= = = =


                      (2.1) 

令 ( ] [ )0: 0, 0,a R → +∞ ， ( ) ( ) ( )2 2
0 2N Na r r R N− −= − − ，使 ( ) ( )( )z t v r t= ， ( )t a r= ， ( ) ( )( )1z t u r t= ，则

(2.1)可化为 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1 2 2

2 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2

,        0,

,       0,
0 0,     0 0

z t k t F z a z a t

z t k t H z a z a t
z z z z

λ

λ

 ′′− = + + ∈ +∞
 ′′− = + + ∈ +∞
 ′ ′= +∞ = = +∞ =



                        (2.2) 

其中 ( ) ( )( )1
1 1k t k a t−= ， ( ) ( )( )1

2 2k t k a t−= ，是在 ( )0,+∞ 的任何子区间都不退化为零的连续函数。应用边

值条件，对(2.2)两次积分，则得到与(2.2)等价的下列积分方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1 2 20

2 2 2 1 1 2 20

, d d  0,

, d d 0,

t

s
t

s

z t G k F z a z a s t

z t G k H z a z a s t

λ τ τ τ

λ τ τ τ

+∞

+∞

 = + + ∈ +∞

 = + + ∈ +∞

∫ ∫

∫ ∫





              (2.3) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )2 1 22
0 2

N NNG R Nτ τ
− −− = + −  ，因此(2.3)的不动点就是(2.1)的解。本章将用到下列著名的不动

点定理，如文献[7] [8]。此不动点定理已经被运用到非线性方程组，如文献[9]。 
定理 2.1：X 是一个 Banach 空间，P 是 X 上的一个锥。假设 1 2,  Ω Ω 是 X 的非空开集，并且 10∈Ω ，

1 XΩ ⊂ ，令 ( )2 1: \T P PΩ Ω →


是一个全连续算子，如果下列条件其中之一成立 
(1) 如果 1u P∈ ∂Ω



，则 Tu u≤ ，且如果 2u P∈ ∂Ω


，则 Tu u≥ ； 
(2) 如果 1u P∈ ∂Ω



，则 Tu u≥ ，且如果 2u P∈ ∂Ω


，则 Tu u≤ 。 
则T 在 ( )2 1\P Ω Ω



上有一个不动点。 
为了应用定理 2.1，可设 Banach 空间为 X M M= × ，定义范数为 1,2maxi iz z== ，其中 ( )1 2,z z z X= ∈ ，

M 代表的是有界连续函数 [ ): 0,u R+∞ → 空间，定义范数为 [ ){ }sup : 0,u u t
∞
= ∈ +∞ 。 

1C 是 M 的一个锥，元素是非负连续凸函数，满足 ( )0 0u = ，且是单调递增函数。令 0 1 1C C C= × ，则

0C 是 X 的一个锥。 
映射 0:T C X→ ，其中 ( )1 2,T T T= ，定义如下 

( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1 2 20

2 2 2 1 1 2 20

, d d ,

, d d .

t

s
t

s

T z t G k F z a z a s

T z t G k H z a z a s

λ τ τ τ

λ τ τ τ

+∞

+∞

= + +

= + +

∫ ∫

∫ ∫





 

通过分步积分，对任意的 0s > ，有下式成立 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 1

0

1d ,     d dN N

s s
G G s G s

N
τ τ τ τ

+∞ +∞ +∞−= < +∞∫ ∫ ∫  

所以T 的定义是合理的，T 的不动点就是方程组(2.2)的解. 

3. 主要结果的证明 

引理 3.1： ( )0 0T C C⊂ ，且T 是一个全连续算子，即 1 2,  T T 是全连续算子。 
证明：因为 
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( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1 2 2

2

1 1 1 1 1 2 22

d , d 0,
d
d , 0.
d

t
T z t G k F z a z a

t

T z t G t k t F z a z a
t

λ τ τ τ

λ

+∞
= + + >

= − + + <

∫ 



 

所以 ( )( )1T z t 是单调递增的凸函数。同样的方法证明 ( )( )2T z t 也是单调递增的凸函数。即 ( )0 0T C C⊂ 。 
现在证明T 是全连续算子。首先证明 1T 是紧算子，令 ( )1 2 0,n n nz z z C= ∈ 且满足 0nz c≤ ， 

( ) [ ]{ }1 1 2 0max , : 0,M F t a t a t c= + + ∈ ， ( )1 2k Mτ ≤ 。则下式成立 

( )( ) ( )

( )( ) ( )

1 1 1 2 0

1 1 1 2 0

d d ,

d d .
d

n s

n

T z t M M G s

T z t M M G
t

λ τ τ

λ τ τ

+∞ +∞

+∞

≤

≤

∫ ∫

∫
 

通过 Arzela-Ascoli 紧性条件，可以假设 ( )( ){ }1 nT z t 在 [ )0,+∞ 的任意紧子空间都一致收敛。为了证明

( )( )1 nT z t 有一致收敛子列，只需给定一个 0ε > ，存在 ( )T T ε= 满足 

( )d d
T s

G sτ τ ε
+∞ +∞

<∫ ∫  

由文献[10]的命题 1 可得， 1T 是一个紧算子。 
下面证明 1T 是一个连续算子。令 ( )1 2 0,n n nz z z C= ∈ 且满足当 n →∞ 时， 0 0nz z− → ，其中

( )0 10 20,z z z= ，即是 0 0in iz z− → ( )1,2i = 。所以 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 0 1 2 00
d dn ns

T z t T z t M G F z a F z a sλ τ τ
+∞ +∞

− ≤ + − +∫ ∫  

其中 ( )1 1 2 2,n n nz a z a z a+ = + + ， ( )0 10 1 20 2,z a z a z a+ = + + ，因为 0 0nz z
∞

− → ， F 是连续函数，则对

[ )0,s∈ +∞ ，任给一个 0ε > ，存在一个自然数 0 0N > ，当 0N N> 时，有 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )2 1
1 1 0 1 2 0

dN N
nT z t T z t M G s s

N
ελ

+∞ −− ≤ ∫  

所以当 n →∞时， ( )( ) ( )( )1 1 0 0nT z t T z t− = ，即可得 1T 是连续算子，所以 1T 是全连续算子。同理可

证明 2T 是全连续算子。因此T 是全连续算子. 
给定 ( )1 2 0,z z z C= ∈ ，且 ( )1 2, 0z z ≠ ，则存在唯一的 ( )1 2,τ τ 且 ( )1 1 1zτ τ= ， ( )2 2 2zτ τ= 满足 

( ) ( )1 1 1 2 2 22 ,     2z z z zτ τ
∞ ∞

= =  

定义： 

( ){ } ( ){ }
( ) ( ){ }

1 1 1 0 2 2 2 0

0 1 1 1 2 2 2 1 1 2 2

sup : ,     sup : ,

: , 2 ,  2 ,   ,  .

T z z C T z z C

C z C z z z z

τ τ τ τ

τ τ τ τ τ τ

∗ ∗

∗ ∗
∞ ∞

= ∈ = ∈

= ∈ ≥ ≥ > >
 

引理 3.2： ( )1 2,τ τ τ∗ ∗ ∗= 是正的，即 1 2,  τ τ∗ ∗ 是正实数，且C 是T 下的一个不变锥。 
证明：首先证明 1τ

∗ 是一个正实数。假设 1τ
∗ = +∞ ，则存在一个序列 { }1 2\ 0, 0n n nz C z z⊂ ≠ ≠ 满足

( )( )1 1 1n nT zτ τ= 是一个严格递增并且收敛于 +∞的正实数序列。通过 1nτ 的定义，有下式成立 

( ) ( )1

0 0
2 d d d dn

n ns s
H s H s

τ
τ τ τ τ

+∞ +∞ +∞
=∫ ∫ ∫ ∫ , 

即 

( ) ( )1

10
d d d dn

n
n ns s

H s H s
τ

τ
τ τ τ τ

+∞ +∞ +∞
=∫ ∫ ∫ ∫ ,                         (3.1) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 2 2,n n nH G k F z a z aτ τ τ τ τ= + + ，有(3.1)并通过积分可得 
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( ) ( ) ( )1

1 1
1 0

2 d d d dn

n n
n n n nH s H H

τ

τ τ
τ τ τ τ τ τ τ τ τ

+∞ +∞
+ =∫ ∫ ∫ .                     (3.2) 

由(3.2)可知 

( ) ( )1

10
d dn

n
n nH H

τ

τ
τ τ τ τ τ τ

+∞
≤∫ ∫                                (3.3) 

令 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2,n n nU G k F a aτ τ τ α τ α τ= + + ，其中 ( )1 1n nzα τ τ= ， ( )2 2n nzα τ τ= 。由(H1)可知，当 1τ ≥
时， ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2, ,n n n nF a a F a aα τ α τ α α+ + > + + 。又由(3.3)可得 

( ) ( )1

10
d dn

n
n nU U

τ

τ
τ τ τ τ τ τ

+∞
≤∫ ∫  

即 

( ) ( )1

11
d dn

n
n nU U

τ

τ
τ τ τ τ τ τ

+∞
≤∫ ∫  

亦即 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1

1

1

1

1 1 1 2 21

1 1 2 2
1 11

1 1 2 2

, d d ,

,
d d .

,

n

n

n

n

n n n

n n

n n

k G F a a U

F a a
k G k G

F a a

τ

τ

τ

τ

τ τ τ α α τ τ τ τ

α τ α τ
τ τ τ τ τ τ τ τ

α α

+∞

+∞

+ + ≤

+ +
≤

+ +

∫ ∫

∫ ∫



 

               (3.4) 

考虑下列两种情况 
(1) 存在一个子序列 ( )1 2,

k kn nα α ，其中 1 knα 是 1nα 的子序列， 2 knα 是 2nα 的子序列，并满足，对任意的

k N∈ ，有 ( )1 1 1kn aα α≤  ， ( )2 2 2kn aα α≤  。由(3.4)和(H5)可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )
( )

1

1

1

1 1 1 2 2 2
1 11

1 1 2 2

1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2
1

1 1 1 2 2 2 1 1 2 2

,
d d

,

, ,
                              d

, ,

             

nk

nk
k k

nk
k k

n n

n n

F a a a a
k G k G

F a a

F a a a a F a a a a
k G

F a a a a F a a

τ

τ

τ

α τ α τ
τ τ τ τ τ τ τ τ

α α

α τ α τ α α
τ τ τ τ

α α α α

+∞

+∞

+ +
≤

+ +

+ + + +
=

+ + + +

∫ ∫

∫

 

 

   



 

( )
1

1                 d .
nk

M G
τ

τ τ ϕ τ
+∞

≤ ∫

 

(2) 对任意的 n N∈ ， ( )1 1 1n aα α≥  ， ( )2 2 2n aα α≥  时，有(3.4)和假设(H5)可得 

( ) ( ) ( )1

1
1 11

d dn

n
k G M G

τ

τ
τ τ τ τ τ τ ϕ τ

+∞
≤∫ ∫  

因为 ( ) ( ) ( ) ( )2 1 22
0 2

N NNG R Nτ τ
− −− = + −  ，两种情况均可得到 

( ) ( )1

1

2
1 11

d dn

n

N
Nk G M

τ

τ
τ τ τ τ ϕ τ τ

−+∞
−≤∫ ∫  

由(H5)知，当 n →∞时，上面不等式右边的积分收敛于 0，但这是不可能的，因为 ( ) ( )1
11

d 0n k G
τ
τ τ τ τ >∫  。 

因此 1τ
∗ 是正实数，同理可证明 2τ

∗ 是正实数。容易证明C 是T 不变锥，这里不再给出证明。 
引理 3.3：假设(H2)成立，给定 ( )1 2,a a a= ， ( )1 2,λ λ λ= ，且 1 2 1 2,  ,  ,  a a λ λ 都是正数，则存在足够大

的 ( )1 1 ,R R a λ= 满足下式 

1
,     RTz z z B

∞ ∞
≤ ∈∂                                (3.5) 

证明：由(H4)可得，给定 0ε > ，存在 1 1R a> ，且当 1s R≥ 时，对任意的 2z ，有下列不等式成立 

( )2 2,F s z a sε+ ≤  

因此对任意的
1Rz B∈∂ ，下式成立 

( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 2 1, , 2 , 2F z a z a F R a z a F R z a Rε+ + ≤ + + ≤ + ≤  
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即得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 2 2 1 1 10 00
max , d d 2 d d

t

s st
T z G k F z a z a s R G k sλ τ τ τ ε λ τ τ τ

+∞ +∞ +∞

∞ ≥
= + + ≤∫ ∫ ∫ ∫   

令 ( ) ( )1 10
0 1 2 d d

s
G k sε λ τ τ τ

+∞ +∞
< ≤ ∫ ∫  ，即证明了对任意的

1Rz B∈∂ ，有下式成立 

1 1T z R z
∞ ∞
≤ =  

同理可证明对任意的
1Rz B∈∂ ，下式成立 

2 1T z R z
∞ ∞
≤ =  

这样就证明了(3.5)。 
引理 3.4：假设(H2)成立，给定 ( )1 2,a a a= ， ( )1 2,λ λ λ= ，且 1 2 1 2,  ,  ,  a a λ λ 都是正实数，则存在足够

小的 ( )2 2 ,R R a λ= 满足下式 

1
,     RTz z z B

∞ ∞
≥ ∈∂  

证明：因为 ( )1 2, 0F a a > ，给定 1M > ，存在足够小的 ( )1 0,r R∈ ，使得下式成立 

( ) [ ]1 2 1, ,     ,  0,F s a t a Ms s t r+ + > ∈  

因此
2Rz B∀ ∈∂ ，其中 2 10 R r< < ，由(H2)可得 

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

1

1

1

1 1 1 1 1 1 2 20

1 1 10

1
1 1 1

, d d

          d d

          d .
2

t

s

t

t

t

T z T z t G k F z a z a s

G k z s

t Mz G k

λ τ τ τ

λ τ τ τ τ

λ τ τ τ

∗

∗

∗

∗

+∞∗
∞

+∞

∗
+∞

∞

≥ = + +

≥

≥

∫ ∫

∫ ∫

∫







 

取定足够大的 1M > ，满足 ( ) ( )
1

1
1 1 d 1

2 t

t M G kλ τ τ τ∗

∗
+∞

>∫  ，可得 ( )1 1T z z
∞∞

≥  

同理可证明 ( )2 2T z z
∞∞

≥ 。所以 ( )T z z
∞∞

≥  

引理 3.5：假设(H2)成立，给定 3 0R > ，存在常数 ( )1 2,λ λ λ= 且 1 2,  0λ λ > ，则对任意的 1λ λ> ， 2 2λ λ>
满足下式 

( )
3

,     RT z z z B
∞∞

≥ ∈∂  

证明：
3Rz B∀ ∈∂ ，有 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1

1

1 1 1 1 1 1 2 2 2 1 1

1 1 1 1 1 2 2 2 1

1 1 1 2 1

, d

          , d

          , d .

t

t

t

T z T z t t F z t a z t a G k

t F z t a z t a G k

t F a a G k

λ τ τ

λ τ τ

λ τ τ τ

∗

∗

∗

+∞∗ ∗ ∗ ∗
∞

+∞∗ ∗ ∗

+∞∗

≥ = + +

≥ + +

≥

∫

∫

∫







 

选择 1λ 满足 

( ) ( ) ( )
1

1 1 1 2 1 3, d
t

t F a a G k Rλ τ τ τ∗

+∞∗ =∫   

同理可取 2λ 满足 

( ) ( ) ( )
2

2 2 1 2 2 3, d
t

t H a a G k Rλ τ τ τ∗

+∞∗ =∫   
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则引理得到证明。 
定理 1.1 的证明：有定理(2.1)，引理(3.3)和引理(3.4)可知，T 有一个不动点 z C∈ ，且 2 1R z R< < 。 
定理 1.2 的证明：令 3 ,  R λ 是引理(3.5)中取定的 3 ,  R λ ，给定 λ λ> ，既 1 1λ λ> ， 2 2λ λ> ，取定

11 λη η= ，

22 λη η= 满足 

( ) ( )
0

1d d     1, 2
2i i is

k G s iη λ τ τ
+∞ +∞

< =∫ ∫   

由(H3)，可取到 ( )4 30,R R∈ 满足 

( ) ( )2 1 4,     0,F t z t t Rη≤ ∀ ∈  

因此 4
1 0,

2
Ra  ∀ ∈ 

 
，

4Rz B∈∂ 有下式成立 

( ) 4 4
1 1 2 2 1 2 2 1 1 1 4, ,

2 2
R RF z a z a F a z a a Rη η   + + ≤ + + ≤ + ≤   

   
 

所以 

( ) ( ) 4
1 1 4 1 10

d d
2s

RT z R k G s zη λ τ τ
+∞ +∞

∞∞
≤ < =∫ ∫   

同理可证 ( )2T z z
∞∞

< ，既得 ( )T z z
∞∞

<
4 2Rz B∈∂ 。 

结合引理 3.3 和引理 3.4，选定 1 2,  R R 满足 2 4 3 10 R R R R< < < < ，则知T 有三个不动点 1 2 3,  ,  z z z 且满

足 

2 1 4 2 3 3 1R z R z R z R
∞ ∞ ∞

< < < < < <  

即定理 1.2 得到证明。 
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