
Pure Mathematics 理论数学, 2015, 5, 28-33 
Published Online March 2015 in Hans. http://www.hanspub.org/journal/pm 
http://dx.doi.org/10.12677/pm.2015.52005   

 28 

 
 

Moderate Deviations of Hypothesis  
Testing in Stochastic Partial Differential 
Equations 
Ruwei Cui 
Nanjing University of Aeronautics and Astronautics, Nanjing Jiangsu  
Email: cuiruwei@126.com 
 
Received: Feb. 12th, 2015; accepted: Feb. 25th, 2015; published: Mar. 2nd, 2015 
 
Copyright © 2015 by author and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

    
 

 
 

Abstract 
In this paper, we focus our attention on the hypothesis testing problem for the drift coefficient in 
the diagonalizable stochastic evolution equation driven by additive fractional Brownian motion 

with Hurst parameter  
 

H ∈
1 ,1
2

. And when the dimension N is fixed and observation time T tends 

to infinity, with the help of moderate deviations for the log-likelihood ratio process, we give the 
negative regions and obtain the decay rates of the error probabilities. Moreover, we also apply our 
results to some examples. 
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摘  要 

本论文的目的是研究由可加分布朗运动驱动的随机偏微分方程中漂移系数的假设检验问题，其中Hurst

系数为
 

 
H ∈

1 ,1
2

。并且我们利用对数似然比的中偏差原理，在维数N固定，时间T趋于无穷的情况下，

给出了未知参数的拒绝域和两类错误的衰减速度。最后我们将结果应用在几个例子当中。 
 
关键词 
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1. 介绍 

本文我们讨论下面由可加分数布朗运动驱动的抛物型随机偏微分方程： 

假设{ }, 0H
tW t ≥ 是一个定义在 Hilbert 空间上的柱状分数布朗运动，即 ( )

1

H H
t j j

j
W W t h

∞

=

= ∑ ，其中 

( ){ }, 1H
jW t j ≥ 是带有相同 Hurst 参数

1 ,1
2

H  ∈  
的独立分数布朗运动，且{ }, 1jh j ≥ 为的一组标准正交 

基。有以下由可加分数布朗运动驱动的随机偏微分方程： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1d d d , 0 0,HX t A A X t t W t Xθ= − + + =                       (1) 

这里 0 1,A A 是上的线性算子， Rθ ∈Θ ⊂ 是未知的。 
本文我们假设(1)为可对角化及抛物型的。Cialenco，Lototsky 和 Pospisil [1]证明了解的存在性和唯一

性, 并且引入了参数θ 的极大似然估计量： 

( ) ( ) ( )( )
( )

1 0

2 2
1 0

d dˆ .
d

TN H
j j j j j tjH

T TN H
j j tj

v Q t Z t Q t

v Q t

ρ ω
θ

ω
=

=

+
= −

∑ ∫
∑ ∫

 

Demo [2]给出了鞅的中偏差原理。若方程为可对角化的抛物型方程，Cialenco，Lototsky 和 Pospisil [1]
给出了参数估计量的大数定律和中心极限定理。同时 Hu 和 Nualart [3]通过研究对数似然率的大偏差原理，

分别在时间和维数趋于无穷的时候构造了相应的假设检验拒绝域。 
本文中令 ( ){ },jX t j N∈ 是方程(2.1)的解关于{ },jh j N∈ 的傅里叶系数, 其中 jX 满足如下一维分数

O-U 过程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d d , 0 0.H
j j j j jX t X t t W t Xµ θ= − + =  

对于 N ∈Ν ，令 NP 是 [ ]( )( )2 , 0, ,HL C TΩ 到 [ ]( )( )2 , 0, , NL C T RΩ 的投影。令 :N NX P X= ，则

( )1 2, , ,N
NX X X X=  。这里令 ( )

,N TPµ θ 是 NX 在 [ ]( )0, , NC T R 上的分布。因为 ( ){ },jX t j N∈ 是相互独立，

所以 ( ) ( ) ( ) ( )1 2

,
N

N T T T TP P P Pµ θ µ θ µ θ µ θ= × × × ，从而对数似然比函数为： 

( )

( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

0

,
2 2 2

0 1 1 0, 0 0
1

20 1
0 1 0 10 0

1

d 1log d d
2d

d d .
2

N T N T T H
j j j j j j j tN T

j

N T T H
j j j j j j t

j

P
Q t Z t Q t

P

v Q t Z t v Q t

µ θ

µ θ

µ θ µ θ µ θ µ θ ω

θ θ
θ θ θ θ µ ω

=

=

 = − − − 
 

 +  = − + −  
  

∑ ∫ ∫

∑ ∫ ∫
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在维数 N 固定，时间T →∞时，我们考虑漂移系数θ 的假设检验的问题： 

0 0

1 1

:
.

:
H
H

θ θ
θ θ
=

 =
 

由 Neyman-Pearson 引理，可以得到上述假设检验问题的拒绝域 ,T NB 有这样的形式
( )

( )

1

0

,

,

d
log

d

N T

N T

P
c

P
µ θ

µ θ

  ≥ 
  

， 

其中参数 c 待定。当接受 1H 但 0H 是正确的时候，概率 ( )1 ,e N T 是第一类错误概率。当接受 0H 但 1H 是

正确的时候， ( )2 ,e N T 是第二类错误概率，i.e. 

( ) ( ) ( )
0

,
1 ,, ,N T

N Te N T P Bµ θ=  ( ) ( ) ( )1

,
2 ,, .N T c

N Te N T P Bµ θ=  

为了确定否定域中的参数 c，我们首先来探讨对数似然比函数的大偏差原理。然后利用其，我们可以

确定拒绝域的参数，最后我们可以得出两类错误 ( )1 ,e N T 和 ( )2 ,e N T 的衰减速度。 
定理 1 令 ( )b T 是一个大于零的函数并且满足 

( ) ( )2

0, , .
b T b T

T
T T

→ → +∞ → +∞  

对于任意的 0ρ > ，令 

( )
( )

( )

( )
( ) ( ) ( )1

0

, 2 2 1
0 1 2 2 30 12

, 0 0 1,
0

d1 log .
24d

N T N
N j

N T j j jN T j J
j Nj

P vT
B v

b T b TP
µ θ

µ θ

θ θ θ θ
ρ µ µ θ θ θ

µ θ=
=

 − +  ′ = ≥ − + −  
   

∑ ∑  

则由 

( ) ( ) ( )
0

,
,2lim log ,N T

N TT

T P B
b T µ θ ρ

→+∞
′ = −                              (2) 

( ) ( ) ( )1

,
,2lim log .N T c

N TT

T P B
b T µ θ→+∞

′ = −∞                              (3) 

2. 定理的证明 

现在我们先讨论一下对数似然比过程
( )

( )

1

0

,

,

d
log

d

N T

N T

P

P
µ θ

µ θ

的中偏差原理。令 ,N TΛ 是对数似然比过程
( )

( )

1

0

,

,

d
log

d

N T

N T

P

P
µ θ

µ θ

在 ( )0

,N TPµ θ 下的对数矩生成函数，即 

( )
( )

( )

( )

1
,
0

0

,

, ,

d
log exp log .

dN T

N T

N T N TP

P
E

Pµ θ

µ θ

µ θ

λ λ
 
 Λ =
 
 

                            (4) 

为了证明定理内容,我们引入下面引理 
引理 2.1 ( )b T 如定理 1 中定义。则在 ( )0

,N TPµ θ 概率下 

( )
( )

( )

( )
( )

1

0

, 2 2
0 1

,
0

d1 log
4d

N T
N j

N T j J
j

P vT
b T P

µ θ

µ θ

θ θ
µ θ=

 −
 +
 
 

∑  

满足大偏差定理，并且速度为
( )2b T
T

，速率函数为 ( )
( ) ( )

2

1
2 2 2 30 1

0 1 0
1

.

2

N

j j j
j

xI x
v θ θ

θ θ µ µ θ
=

=
+ −  

 
∑
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证明 定义 

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

( )
( )

( )
( ) ( )( )

( )

1
,
0

0

, 2 2
0 1

2 ,

2 2
0 1

,2

d
: lim log exp log

4d

lim + .
4

N T

N T
N j

N N T j JPT
j

N j
N T j JT

j

P vTb TT E
Tb T P

vb Tb TT
Tb T

µ θ

µ θ

µ θ

θ θλ
λ

µ θ

λ θ θλ
µ θ

=→+∞

=→+∞

  −  Λ = +
    

 − 
 = Λ     

∑

∑



 

由定理 1 中定义，对于所有的 Rλ ∈ ，存在足够大的 T 使 

( ) ( )
( )

0 1

0 1
2

0

2 2 1
j j

j

vb T
T

θ θ
λ µθ θ

µ θ

+ 
 −   <  

令 ( ) ( ) ( )0 12 0 1
0

2
2j j j j

b T
v

T
θ θ θ θ

ϕ µ θ λ µ
− + = −  

 
 ，根据 Girsanov 公式我们可以看出 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )( )0 1

,

0

, ,

, , , 0
1

d d
log exp log log exp d .

d dN T T

N T N T N T
N T l l lN T N TP P

l

P Pb T b T
E E Q t Z t

T TP Pϕ ϕ

µ θ µ θ

ϕ µ θ

λ λ
ϕ

=

    
 Λ = =        

∑ ∫  

这里 ( ) ( ) ( )0 1
0j j j j

b T
v

T
θ θ λ

ψ ϕ µ θ
−

= − +  。那么我们由 Kleptsyna，Le Breton 和 Roubaud [4]中的命题

3.2 可以得出 

( )
( )

2

,
1 1

1 log ,
2 2

N N
j

N T l
l j j

b T T
T

ϕλ
ψ

ψ= =

 
Λ = − + 

ϒ 
∑ ∑







 

其中 

( ) ( )

( )

1

2

π e
2

4sin π 2 2

e sinh cosh .
2 2

l

l

T
l l l l

l l l H H

T l l
l l l

T T T
I I

H

T T

ϕ

ϕ

ϕψ ϕ ϕ
ψ ϕ ψ

ϕ ϕ
ϕ ϕ ψ

−

− −

−

   ϒ = −    
   

    + + −    
    

                      (5) 

从而我们可以得到 

( )
( ) ( )

( )( )
( )

22 2
0 1

2
1 1 0

1lim log ,
2 2 4

N N
Nj j

N j j JT j j jj

vb TT T
b T

ϕ λ θ θ
λ ψ

µ θψ =→+∞ = =

 −
 Λ = − + +
 ϒ 

∑ ∑ ∑








 

其中 ( )ϒ ⋅ 如(5)定义，并对于所有的1 j N≤ ≤ 有 
通过简单化简计算，可以得到 

( )( )
( )

( ) ( )
( )

( )
2 2 0 1

2 22 2 2 2
0 1 0 1

3
1 10 0

2 .
2 4 4

j jN N
N j

l j J
l jj j

vvb T b T b TT o
T T

θ θ
µλ θ θ θ θ λ

ψ
µ θ µ θ=

= =

+ 
   − −  − + = ⋅ +   

 
∑ ∑ ∑       (6) 

而且 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( )

( )
( )

0 1
2 0 2

0 10 12
0 2 2 2

0 0

2
1 .

4 sin π

j j j
j

j j
j j

v
vb T b T

O
T H T

θ θ
µ θ µ

θ θλ θ θ
ψ µ θ

µ θ µ θ

   +  +      −−     ϒ = + − +             
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所以由上我们可以得到 

( )
( )2

1
log .

N
j

j j

b T
O

T
ϕ

ψ=

 
=  

ϒ  
∑





                               (7)  

结合(6)和(7)，我们可以得到 

( ) ( )
( )

2 2 0 1
22

0 1
3

1 0

2 .
4

j jN

N
j j

v θ θ
µλ θ θ

λ
µ θ=

+ 
 −  Λ = ∑  

综上并根据 Gartner-Ellis 定理即可以得到引理结论。 

结合引理 2.1 和式子
( )

( )

( )

( )

01

10

,,

, ,

dd
log log

d d

N TN T

N T N T

PP

P P
µ θµ θ

µ θµ θ

= − ，我们可以得到如下结论。 

推论 2.1 ( )b T 如定理 1 中定义。则在 ( )1

,N TPµ θ 概率下，
( )

( )

( )

( )
( )

1

0

, 2 2
0 1

,
1

d1 log
4 )d

N T
N j

N T j J
j

P vT
b T P

µ θ

µ θ

θ θ
µ θ=

 −
 −
 
 

∑ 满

足大偏差定理，并且速度为
( )2b T
T

，速率函数为 ( )
( ) ( )

2

2
2 2 2 30 1

0 1 1
1

.

2

N

j j j
j

xI x
v θ θ

θ θ µ µ θ
=

=
+ −  

 
∑

 

定理 1 的证明 (2)是引理 2.1 的直接结论。令T →∞，我们可以得到 

( )
( ) ( ) ( )( )

2
0 1 2 2

0 1 .
4

N N
j j j jj J j J

T
v v

b T
θ θ

µ θ µ θ
= =

−
+ →∞∑ ∑  

其次(3)可以由推论 2.1 直接得到。  

3. 应用 

令 G 是 dR 中一个有界光滑区域，且 ( )2L GΗ = 。 ∆是 G 上的带有零边界条件的拉普拉斯算子。通

过 Safarov 和 Vassiliev [5]可知， ∆的特征向量构成了中的完备正交基。 
我们来看如下的几个例子[6] [7]。 
1) 考虑如下方程： 

( )d d d , 0 , 0,1 ,H
xxX X t W t T xθ= + < ≤ ∈  

其中 ( )0 1 0, , 0θ θ θ θ∈Θ = > 且 

0 0.xxt G GX X X
= ∂ ∂
= = =  

我们可以看到 

( )2 2 2 2π , 0, π , 1j j jv j j Jρ µ θ θ= = = =                             (8) 

由定理 1，我们可以得到如下结论 
命题 3.1 令 ( )b T 是一个正数序列并且满足下列条件 

( ) ( )2

0, , .
b T b T

T
T T

→ → +∞ → +∞  

则有 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )10

, ,
, ,2 2lim log , lim log .N T N T c

N T N TT T

T TP B P B
b T b T µ θµ θ ρ

→+∞ →+∞
′ ′= − = −∞  

2) 考虑如下方程： 

( )d d d , 0 , ,H d
tX X X t W t T x G Rθ= ∆ + + < ≤ ∈ ⊂  

其中 2d ≥ ， ( )0 1,θ θ θ∈Θ = ，且 

0 0.t G GX X X
= ∂ ∂
= = ∆ =  

令{ }, 1j jλ ≥ 是拉普拉斯算子 ∆的特征值，则 

( )1, , .j j j j jv ρ λ µ θ λ θ= − = − = − −  

因为 jλ 皆为负的且存在一个正的常数τ 使得 

2lim .j

j
dj

λ
τ

→+∞
=  

故存在 J N∈ ，对于任意的 ( )0 1,θ θ θ∈Θ = ，当 j J≥ 时，都有 ( ) 0jµ θ > 。由定理 1，我们可以得到

如下结论 
命题 3.2 令 ( )b T 是一个正数序列并且满足下列条件 

( ) ( )2

0, , .
b T b T

T
T T

→ → +∞ → +∞  

则有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )10

, ,
, ,2 2lim log , lim log .N T N T c

N T N TT T

T TP B P B
b T b T µ θµ θ ρ

→+∞ →+∞
′ ′= − = −∞  
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