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Abstract 
Rank 1 matrices is the product of the n dimensional column vectors x and xT. This paper discussed 
some properties of the matrices with rank 1, like the structure, multiplication, eigenvalues and 
eigenvectors etc., and further analyzed the applications of the matrices applied in Statistics. 
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摘  要 

n维列向量x与xT的乘积，为秩为1的矩阵xxT。本文对这种秩1矩阵的结构、乘法运算、特征值与特征向量

等性质进行了讨论，结合这些性质重点讨论了秩1矩阵在统计学中的应用。 
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1. 引言 

秩 1 矩阵是线性代数中一类非常重要的矩阵，它可以表示为一个非零列向量 n 维列向量与一个 n 维

非零行向量的乘积。文献[1]与文献[2]已经讨论了秩 1 矩阵的一些性质，其中文献[2]还拓展和优化了一些

结论。本文主要讨论由 n 维列向量 x 与 Tx 乘积构成的秩 1 矩阵 Txx 。现从矩阵的结构、乘法运算、特征

值与特征向量等方面总结了矩阵 Txx 的性质，并且结合这些优良的性质，重点讨论了秩 1 矩阵 Txx 在统计

学中的应用。 

2. xxT 的性质  

设 x 为一个 n 维的列向量设为
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，可以得出 Txx 具有以下

性质。 

2.1. xxT为对称阵 

证明：根据矩阵的乘积，得到
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，容易得出 Txx 为对称阵。 

2.2. xxT的秩为 1 

证明：因为 ( ) ( ) ( ){ }T Tmin ,R xx R x R x≤ ， { } { }T1, 1R x R x= = ， Txx 非零，所以 ( )T 1R xx = 。 

2.3. xxT有两个实特征值，分别是 xTx 和 0，且 xxT 非负定 

证明：求解特征方程 T 0xx Eλ− = ，把 Txx 代入得特征方程为 
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，假设 1 2 0nx x x ≠ ，方程左边的特征多项式第一列提取出 1x ，第二

列提取出 2x ，


，第 n 列提取出 nx 得 
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把第二列至第 n 列分别减去第一列得 
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把第 i 列乘以
2
ix
λ

加到第一列得 
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所以， Txx 的特征值为 
2 2 2 T

1 1 2 2 3, 0n nx x x x xλ λ λ λ= + + + = = = = = 
，其中 0 为 1n − 重特征根。 

由 Txx 的特征值 0λ ≥ 判定矩阵 Txx 为非负定阵。 

2.4. 0 为 xxT的特征值，其重数为 n – 1，并且对应一个 n – 1 维的线性子空间作为 0 的特征空间 

证明：因为 Txx 的秩为 1，所以 T 0xx E− ⋅ 的秩也为 1，根据线性方程组解的结构可得，对应特征值 0
有 1n − 个线性无关的特征向量，从而对应一个 1n − 维的线性子空间作为 0 的特征空间。 

2.5. 特征值 xTx 和 0 的特征空间是相互正交的 

证明：因为列向量 x 非零，所以 T 0x x ≠ ，对称阵不同的特征值对应的特征向量正交，所以特征值 Tx x
和 0 的特征空间是相互正交的。 

2.6. 当 x 为一个 n 维单位列向量时，xxT为幂等阵，特征值只能是 1 或 0，并且 xxT为投影阵 

证明： ( )T T T Txx xx x x x x= ，因为 x 为一个 n 维的单位列向量， T 1x x = 所以 ( )T T T T Txx xx x x x x xx= = 所

以 Txx 为幂等阵。 
此时特征值为 0 和 1，特别此时 Txx 既为幂等阵又为对称阵，所以 Txx 为投影阵。 

3. x 与 xT及 xxT在统计上的应用 

矩阵是工程技术等学科发展的重要工具，特别是研究线性模型最基本的工具之一，在线性模型的发

展中具有举足轻重的地位，许多地方需要矩阵代数方面高超的运算技巧。 x 与 Tx 是比较简单和常见的矩

阵，在线性模型中处处可见，并且由于其优良的性质，所以在统计上具有巧妙的应用。 

3.1. 多元正态分布 

多元正态分布在数理统计中的很多分支占有重要地位，那么多元正态是怎样定义的呢?先看一个定理。 
定理 1、设 Y 是 n 维随机向量， ( )~ , , 0nY N µ Σ Σ > ，则对任一 n 维列向量 , 0x x ≠ ，当且仅当
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( )T T T~ ,nx Y N x x xµ Σ 。 
证明：必要性设 ( )R rΣ = ，存在 n r× 矩阵 A ， ( )R A r= ，Y 可表示为 ( )T, , 0, rY AU A A U N Iµ= + = ∑  ，

这里。 

( ) ( )T
1, , , 0,r i rU u u u N I=   且相互独立， µ 为 1n× 非随机向量。 

于是 T T Tx Y x AU x µ= + ，根据定义文献[3]可得 ( )T T T~ ,nx Y N x x xµ Σ 。 
充分性由特征函数的唯一性可以得到文献[3]。 
这个定理表明，一个多元正态向量的任一线性组合仍为一元正态向量。同样可以得出一个多维随机

向量的任一线性组合都是一元正态的，那么这个多维随机向量服从多元正态分布，就从无密度函数的角

度定义了多元正态分布。 

3.2. 对称阵的谱分解 

对称阵的谱分解是基于特征值和特征向量的分解，在多元统计分析的许多方法中起了重要的作用。 

对称阵 A 可以表为它的特征值 1, , nλ λ 和相应标准化特征向量 1, , nx x 的函数 T

1 1

n n

j j j j j
j j

A x x Aλ λ
= =

= =∑ ∑ ， 

这里
T

j j jA x x= 是秩为 1 的 n 阶方阵，就把对称阵 A 表示成了 n 个对称阵
T

j j jA x x= 的线性组合，其线性组

合系数为相应的特征值，其实也就是 iA 的加权和，对称阵的谱分解和对角化放在一起就是谱定理文献[4]。 

3.3. 在定理证明中的应用 

在统计分析学习中，出现很多次的向量 x 与 Tx ，并且由于 Txx 是对称阵而 Tx x 是一个数的特殊性经

常被用到。 
在矩阵特征值的性质中， n 阶对称阵 A 的特征值为 1 2 nλ λ λ≥ ≥ ≥ ， 1, , , 0n ix x x ≠ 为 n 阶列向量，

则有。 
T T
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这个性质把矩阵与与矩阵的特征值之间的关系通过 x 与 Tx 联系起来。在统计中经常用到的

Kantorovich 不等式的证明中就用到了这个结论文献[4]，并且在证明中也用到了 Tx x 。 
在线性模型 

( ) ( ) 2, 0, Covy X e E e e Iβ σ= + = =  

的可容许估计中，一个重要的定理： 
T T T Tx y c x x x cµ ⇔ ≤

 

在充分性证明中就因为 Txx 为对称方阵，使问题迎刃而解文献[3]。 
当 x 为一个 n 维单位列向量时， Txx 既为幂等阵又为对称阵，所以 Txx 为投影阵。幂等阵和投影阵

在统计学，线性模型，以及其它学科都有很多的应用，这里不再赘述。 
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