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Abstract 
The stability of grazing periodic motion in a single degree of freedom vibro-impact system with 
double constrains is analyzed. The Poincaré mapping near the grazing trajectory is established by 
using the discontinuity mapping method. And the stability criterion of double grazing periodic 
motion is obtained. According to the criterion, it is demonstrated that local attractors do not exist 
near the double grazing trajectory, i.e., the grazing bifurcation is discontinuous. Finally, validity of 
the theoretical analysis is verified by the numerical results. 
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摘  要 

本文分析了一类单自由度双侧约束碰振系统的擦边周期运动的稳定性。利用不连续映射的方法建立了擦

边周期轨道的局部Poincaré映射。在此基础上得到了双擦周期轨道的稳定性判据。根据此判据，可知系

统在双擦周期轨道附近不存在局部吸引子，即，发生不连续擦边分岔。最后，用数值结果验证了理论方

法的可行性。 
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1. 引言 

擦边现象存在于大量碰撞振动系统中。由于系统在擦边点处具有奇异性，导致系统有非常复杂的动

力学行为。长期以来人们对碰振系统的擦边运动进行了广泛的研究。早在 1983 年，Shaw & Holmes [1]
在研究一个简谐激励下有约束的单自由度刚性碰撞振子时就最早发现了零速碰撞会导致奇异性的发生。

Whiston [2]在研究简谐激励下无阻尼线性冲击振子时，首先用奇异性理论研究了擦边碰撞的 Poincaré 映

射不可微性，说明了碰撞振动的复杂运动形式与擦边现象具有内在的联系。Nordmark [3]在这类单自由度

碰振系统的研究中发现了擦边碰撞现象，并首次建立了冲击振子碰撞运动的 Poincaré-Nordmark 映射。

Fredriksson 和 Nordmark [4]推广了以前的工作，通过引入不连续映射建立起了多自由度冲击振子的

Poincaré 映射及规范型的计算，并推出了擦边轨道稳定的条件。Bernardo，Budd 和 Champneys [5]用
Nordmark 不连续映射的方法推导出 n 维分段光滑动力系统在擦边轨道附近不连续映射的规范形，并用此

来分析擦边分岔情况。在对称约束碰撞系统的研究方面，Foale、Bishop [6]对一个双约束单自由度系统的

擦边分岔进行了数值研究。A.C.J. Luo [7]研究了一类具有双约束的非光滑动力系统的对称解。G.W. Luo [8]
等对一类对称双约束碰撞系统的 Neimark-sacker 分岔及环面分岔进行了研究并研究了此系统的余维二分

岔。 
本文在一个对称双擦周期轨道附近建立不连续映射，并用此分析了系统在擦边点处的局部分岔情况。 

2. 模型 

考虑由质量为 m 的振子组成的对称双约束单自由度碰振系统。振子由刚度为 k 的线性弹簧和阻尼系

数为 c 的线性阻尼器相连接。质块只作水平方向的运动，并受简谐激励力 ( )cosf tω ϕ+ 的作用。处于平

衡状态的振子与刚性约束 A 和 B 的距离为 0d > 。碰撞系统在没有碰撞时的无量纲运动方程为： 

( ) ( )2 1 cos 2πu u u F tζ ϕ+ +Ω + = +                           (2.1) 

其中
2 c
m
πζ
ω

= ；
2

2
2

4 k
m
π
ω

Ω = ；
2

2

4 fF
m
π
ω

= 。且 2πt tω= 。振子的平衡位置为 1u = − ，刚性约束 A 和 B 分别

位于 0u = 和 2u = − ，所以距离 d 为单位长度。仍然用 t 来表示 t ，得到系统的运动方程为： 

( ) ( )2 1 cos 2π 2 0
2 0

u u u F t u
u ru u u

ζ ϕ + +Ω + = + − < <


→ − = − = 

 

  或
                (2.2) 

方程有一个特解： 

( ) ( ) ( )1 cos 2π 1p t tδ= + −                              (2.3) 
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当 ( )g gF F Fδ = − ； ( )2 2 2 24π 4πgF ζ= Ω − + ； ( )2 2arccos 4π gFϕ  = Ω −  。由此我们可以看出当

0δ = 时系统存在双擦周期轨道 ( )p t ，且δ 可以看成是擦边分岔参数，因为当 0δ = 时，振子分别在 t n= ，

1 2m n+ +  ( ,m n∈，2m + 1 代表周期数)时发生擦边，当 0δ > 时，振子与分界面发生碰撞，当 0δ < 时，

振子在 t n= ， 1 2m n+ + 都不碰。 
方程的通解为： 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0u t P t t u t t p t= − − + 。                            (2.4) 

再由初始条件 ( )( )0 0,t u t 得到方程的通解为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0u t P t t u t p t p t = − − +                            (2.5) 

其中 

( ) ( )
1 2 2 1

1 2 2 1

2 1

2 1 1 2 2 1

e e e e1
e e e e

s t s t s t s t

s t s t s t s t

s s
P t

s s s s s s

 − −
 =
 − − − 

                       (2.6) 

且 ( )2 2
1 1 2 4s ζ ζ= − + − Ω ， ( )2 2

2 1 2 4s ζ ζ= − − − Ω ， ( ) ( ) ( )( )T
,u t u t v t= ， ( ) ( ) ( )( )T

0 0 0,u t u t v t= ，

( ) ( ) ( )( )T
,p t p t p t=  。 

3. 擦边周期运动不连续映射的推导 

下面主要以周期 1 运动为例进行推导。由(2.6)式可知 (1)P 的特征根为 1
1

seλ = ， 2
2

seλ = ，所以当 0ζ >
时系统的非碰周期轨道是渐进稳定的。令 

( )
1 2 2 1

1 2 2 1

2 2 2 2
2 1 11 12

2 2 2 2
21 222 1 1 2 2 1

e e e e1 1
2 e e e e

s s s s

s s s s

s s P P
P P

P Ps s s s s s

 − −     = = =     − − −    
             (3.1) 

其中特征值为 1 2
1 esλ = ， 2 2

2
seλ = ， ( ) 1 22 2

11 22e es sTr P P Pα = = + = + ， 

( ) 1 22 2 2
11 22 12 21e e es sr Det P P P P Pζ−= = = = − ，且 11 12 22P P Pζ− = 。 

下面我们来分析系统在双擦周期轨道附近的分岔情况。首先以相位面 ( )1 t nΠ = 为 Poincaré 截面。系

统轨线如图 1 所示。当 0δ = 时， ( )p t 在 t n= 与分界面 ( )1 0uΣ = 在 1O 处发生擦边。当参数变化时，系统

轨线与分界面发生碰撞，在碰撞函数的作用后与 ( )1 t nΠ = 相交于 ( )ˆ ˆ,n nu v 。我们假设当轨线到达分界面

时，穿过分界面继续在系统流的作用下运动直到 ( ) ( )1,n nu v t n∈Π = 。那么从 ( ),n nu v 到 ( )ˆ ˆ,n nu v 的映射

( ) ( )1ˆ ˆ, ,n n n nu v D u v= 就是我们所要求的不连续映射 1D 。 
由(2.3)可知轨线在擦边点 1O 处的加速度为

2
1 4π 0A = − < 。把 ( )u t 在 ( ),n nu v 处展开到适当的阶数。 

( ) 2 31 1
2 6n n n nu t u v t A t B t= + + +                            (3.2) 

其中 

( ) ( )3 3d dn nA u t n B u t t n= = = = ,  

由 ( ) 0cu t = 得： 2 31 1 0
2 6n n n nu v t A t B t+ + + = ，从而得到： 

1
3

n
c n n n

n n

B
t v u

A A
χ

 
= − + 

 
                               (3.3) 
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Figure 1. The impact map D1 
图 1. 碰撞映射 D1 

 
其中 

2
12n n nv A uχ = −                                     (3.4) 

由(3.3)可知当 0nχ ≥ 时系统发生碰撞，因为当 0nχ ≥ 时(3.3)式才有解。根据不连续映射方法可得不

连续映射 1D ， 
当 0nχ ≥  

( ) ( ) ( )1 2 1 1 12n nu t P D u I P e eδ+  = − + −                           (3.5) 

当 0nχ <  

( ) ( )1 2 1 12n nu t Pu I P e eδ+ = − + −                             (3.6) 

其中 I 为单位矩阵， ( )T
1 1,0e ≡ 。 

当轨线运动到分界面 ( )2 2uΣ = − 附近时，又需要考虑轨线与分界面的接触情况，同理可以建立不连

续映射 2D 。 
当 1 2 0nχ + ≥  

( ) ( ) ( )1 1 1 2 1 2n nu t P D u I P e Pδ+ +
 = + + +                        (3.7) 

当 1 2 0nχ + <  

( ) ( )1 1/2 1 2n nu t Pu I P e Pδ+ += + + +                            (3.8) 

其中 ( )2
1 2 1/2 2 1 22 2n n nv A uχ + + += − + 。 

由以上的推导可以建立双擦周期轨道附近的 Poincaré 映射 P ，以 ( )1 t nΠ = 为 Poincaré 截面，从一点

u 出发( 1u ∈Π 且 u 在 1O 的极小邻域内) ( ) ( )( )( )( )2 1P u P D P D u= 。当 0nχ < 和 1 2 0nχ + < 成立时， 1D 、 2D
分别为恒等映射。 

把(3.5)，(3.6)，(3.7)，(3.8)写成矩阵形式为： 

( ) ( ) ( )
( )( )

1 2 11 12 11 121

1 2 21 22 21 22

11 2 1 1 1
0

1 0
1 2

n n n nn
n

n
n n n

r u r v vu P P P PA
v P P P P

v r u

χ
χ δ

χ ζ

+

+

 − + + + −  +      
≥ = −       +        − + − 

当    (3.9) 

1 2 11 12 11 12

1 2 21 22 21 22

1 1
0

1 0
n n

n
n n

u uP P P P
v vP P P P

χ δ+

+

+       
< = −       +       

当                (3.10) 

( ) ( ) ( )
( )( )

1 2 1 2 1 2 1 21 11 12 11 1221 2
1 21 22 21 22

1 2 1 2 1 2

11 2 1 1 1
0,

1 0
1 2

n n n nn
n

n
n n n

r u r v vu P P P PA
v P P P P

v r u

χ
χ δ

χ ζ

+ + + +
+

+
+

+ + +

 − + + + +  +      
≥ = +       +        + + + 

当 (3.11) 
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1 1/211 12 11 12
1 2

1 1/221 22 21 22

1 1
0

1 0
n n

n
n n

u uP P P P
v vP P P P

χ δ+ +
+

+ +

+       
< = +       +        

当             (3.12) 

作下坐标变换，令 n nx lχ= ， ( )22 1 12 2 222 2n n ny l P A P v A P rχ δ= − + − +  ， 

( )1 2 1 2 1 2 22 1 2 2 12 1 2 2 222 2n n n n nx l y l P A P v A P rχ χ δ+ + + + + = = − + − + ，其中 l 为大于零的常数， 

( )22 2
1 12

1
4 1

l
A r P

=
+

， n∈。并由上面坐标变化的 4 式可近似得到： 

( )22 2 22
1 1 12

1, 2
2 2

n
n n n n

x
u v y P x A P r

A l A lP
δ= = + − +  − −

 

和 

( )1 2
1 2 1 2 1 2 22 1 2 2 22

2 2 12

1, 2
2 2
n

n n n n

x
u v y P x A P r

A l A lP
δ+

+ + + + = = + − + − −
 

则(3.9)~(3.12)可简化为如下的形式： 
对于 ( )( )1P D x 得： 
当 0nx ≥ ， 

1 2 1 2 1

1 2 3

n n n n

n n

x c x c x y

y c x

ρ+

+

= + − +

=
                            (3.13) 

当 0nx < ， 

1 2 1

1 2

n n n

n n

x x y

y rx

α ρ+

+

= − − +

=
                               (3.14) 

对于 ( )( )2P D x 得； 
当 1 2 0nx + ≥ ， 

1 1 1 2 2 1 2 1 2 1

1 3 1 2

n n n n

n n

x c x c x y

y c x

ρ+ + + +

+ +

= + − +

=
                          (3.15) 

当 1 2 0nx + < ， 

1 1 2 1 2 1

1 1 2

n n n

n n

x x y

y rx

α ρ+ + +

+ +

= − − +

=
                              (3.16) 

其中 ( )1 12c sign P= ， ( ) ( )22
2 22 222 1 1c r P P rα= − + + + + ，

( )
( )1 2 2

1 12

1

2 1

r

A r P

α δ
ρ

+ +
=

+
。 

( ) ( )2 3
3 221 2 1c r r r P= − + − +  

4. 双擦周期轨道的稳定性分析 

由式(2.3)可以看出当 0δ = 时系统存在双擦周期轨道 ( )p t ，且当δ 变化时 ( )p t 会与分界面碰撞或者

不碰，所以可以把δ 看成是擦边分岔参数。由以上分析可知，以 ( )1 t nΠ = 为 Poincaré 截面，双擦周期轨

道的 Poincaré 映射为 ( ) ( )( )( )( )2 1P x P D P D x= ， ( )T,x x y= 。当 0nx < 和 1 2 0nx + < 成立时， 1D 、 2D 分别

为恒等映射。由(3.13)~(3.16)可以看出当 0nx ≥ 和 1 2 0nx + ≥ 时，映射(3.13) (3.15)都含有平方根项，所以令
*

1x ∈Π 为擦边点，如果一点 *x x≈ 且 0x ≥ ，则 x 在映射(3.13) (3.15)的不断迭代下将不会向擦边点 *x 靠
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近，即在双擦周期轨道附近不会存在局部吸引子。 
由(3.14) (3.16)可以得到它们的截尾映射： 

1 2n nx Ax+ =                                     (4.1) 

和 

1 1 2n nx Ax+ +=                                     (4.2) 

其中 A 为一个矩阵，它的元素分别为 11A α= − ， 12 1A = − ， 21A r= ， 22 0A = 。 
如果要使双擦周期轨道附近存在局部吸引子，就需要满足从一点

*
1x x≈ 且 1 0x ≥ 出发，经过映射(3.13)

得到 3 2x 且 3 2 0x ≥ ， 3 2x 再经过映射(3.15)得到 2x 且 2 0x < ，如果此后只满足映射(3.14) (3.16)条件，那

么轨线将向擦边点 *x 靠近，即在双擦周期轨道附近存在局部吸引子。具体表示成式子就是 
如果 1 0x ≥ ， 3 2 0x ≥ ， 2 0x < ，且对于任何m∈， 1m ≥ 都有 2 2 2

m
mx A x+ = ，且 2 2 0mx + < ，那么双

擦周期轨道附近存在局部吸引子。 
下面我们对这个系统具体讨论，看在双擦周期轨道附近是否存在局部吸引子。由式(3.1)和系统的物

理意义都可以得到α 和 r 都是正数，那么当 2 0x < ，经过映射(4.1)得到 5 2 0x < ， 5 2 0y < ，满足映射(4.2)
的条件，经过映射(4.2)，可以得到 3 0x > ，这样就不能满足上面给出的条件，所以对这种双擦周期轨道

其附近是不存在局部吸引子的。 
对原系统(2.2)取参数 5.9914ζ = ， 2.3648Ω = ， 2.3037ϕ = ， 50.6504F = ，即 0δ = ，对系统(2.2)

仿真得到一个对称双擦周期 1 轨道如图 2 所示。系统的擦边状态属于临界情况，当系统参数变化时系统

轨线与分界面就会出现碰或不碰的情况。变化参数令 50.6506F = ，使 63.95 10 0δ −= × > ，仍对原系统(2.2)
仿真得到一个对称双碰周期 1 轨道，如图 3 所示。接着我们讨论此对称双擦周期 1 轨道附近是否存在局

部吸引子。用第三节求出的不连续映射(3.13~3.16)随着δ 的变化作系统在此双擦周期 1 轨道附近的分岔

图。如图 4 所示：当 0δ < 时，系统存在非碰周期 1 运动，当 0δ > 时，系统存在碰撞周期 1 运动，当 0δ =

时系统发生擦边且系统在擦边点处发生了跳跃，这与我们上面得到的结果是一致的，在此双擦周期轨道

附近不存在局部吸引子。变动参数 F 再对原系统(2.2)仿真，得到位移随参数 F 变化的分岔图。如图 5 所

示：当 50.6504F < 时，系统作非碰周期 1 运动，当 50.6504F > 时，发生碰撞，为对称碰撞周期 1 运动，

当 50.6504F = ，系统出现对称双擦运动且在擦边点处发生跳跃，这说明此双擦周期轨道附近不存在局部 
 

 
Figure 2. Grazing period orbit of system (2.2) 
图 2. 系统(2.2)的擦边周期轨道 
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Figure 3. Impacting period orbit of system (2.2) 
图 3. 系统(2.2)的碰撞周期轨道 

 

 
Figure 4. Bifurcation diagram of mapping system (2.3.47-2.3.50) 
图 4. 映射系统(2.3.47~2.3.50)分岔图 

 

 
Figure 5. Bifurcation diagram of differential system (2.2) 
图 5. 原系统(2.2)的分岔图 
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吸引子。对原系统(2.2)仿真得到了与对不连续映射(3.13~3.16)仿真的一致结果，说明了不连续映射方法对

此对称双擦周期轨道的有效性及不连续映射(3.13~3.16)的正确性。 

5. 小结 

本文对一个双侧约束的单自由度系统进行了分析，得到了一个对称双擦周期轨道，用不连续映射的

方法推导出了此双擦周期轨道附近的不连续映射。并用此不连续映射分析了擦边分岔情况，得到了在此

双擦周期轨道附近不存在局部吸引子的结论，并对原系统仿真说明了对双擦周期轨道运用不连续映射方

法的有效性。 
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