
Pure Mathematics 理论数学, 2015, 5(5), 176-188 
Published Online September 2015 in Hans. http://www.hanspub.org/journal/pm 
http://dx.doi.org/10.12677/pm.2015.55027  

文章引用: 王幼宁, 苏效乐. 七巧板凸多边形及其几何不变量系统[J]. 理论数学, 2015, 5(5): 176-188.  
http://dx.doi.org/10.12677/pm.2015.55027  

 
 

Convex Polygons of Tangrams and the  
Geometric Invariants System 

Youning Wang, Xiaole Su 
Laboratory of Mathematics and Complex Systems of Ministry of Education, School of Mathematical Science,  
Beijing Normal University, Beijing 
Email: wangyouning@163.com, suxiaole@bnu.edu.cn 
 
Received: Aug. 11th, 2015; accepted: Sep. 1st, 2015; published: Sep. 4th, 2015 
 
Copyright © 2015 by authors and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

    
 

 
 

Abstract 
In this paper, we give out the complete geometric invariants of the convex tangrams polygons, by 
which we establish equations with constraint conditions. Then, we obtain a general approach to 
find the number of the convex tangram polygons. 
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摘  要 

本文给出了七巧板凸多边形的完全几何不变量系统，并以此建立了相应的方程组以及约束条件, 从而给

出了七巧板凸多边形计数问题的一个一般解决方案。 
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1. 引言 

无论解析几何的内容和对象如何变化，其方法的精髓是确定的。从笛卡尔和费马开始，“数形结合”

的主要目的之一，就在于有效地、一般化地、程序化地处理“形”的问题。本文给出了七巧板凸多边形

计数问题的一个一般解决方案。其中可见，相应的几何不变量不仅仅在几何与代数的语言转换方面有显

而易见的作用，也可以在代数演绎期间用以引导运算的方向。 
本文中的七巧板凸多边形是指由有限副七巧板的部分或全部拼块所拼成的凸多边形。 
如何确定一副七巧板的全部七个拼块所构建成的七巧板凸多边形的个数，1942 年王福春和熊全治[1]

的经典之作已经提供了基本思路；2011 年可见其汉译本[2]。该文之中所提出的观察和分类过程，可以作为

利用解析化方法有效处理几何问题的典范。其中，看似杂乱无章或无法言明的一些表象，被以比较直观的

方式梳理得脉络清晰；在以解析化方式处理问题的整个过程中，相关的一些几何不变量和几何性质指引着

相关代数运算的方向。由于该文行文简略，尚存在若干细节留给读者斟酌；有些需要在逻辑上进一步严格

化，有些则需要进一步明确相关运算的几何内涵。在这两类细节上，本文也将提供一些具体修正和评注。 
本文首先将七巧板凸多边形的解析表示进行一般化，借助于其几何不变量来确定基本拼接规则，并

调整了建立这些规则的逻辑顺序。其次，注意到其完全几何不变量系统的构成方式，将问题归结于求解

所指定的不定方程组在相应约束条件下的非负整数解。进而，对应构造出程序性算法，用以确定其完全

几何不变量系统的全部取值，并使得所用算法的适用对象得以自然推广。最后，对于直接利用多边形形

状而进行分类的其他操作过程[3]，给予了相应的解析。 

2. 七巧板凸多边形的初步解析化 

观察到七巧板七个拼块的几何结构的共性，在文[1]之中将它们划分成 16 块互相全等的等腰直角三角

形作为更基本的标准构件，如图 1 所示；为简便起见，下文中简称其中每一块为一个基三角形。本文沿

用文[1]之中的称呼，称基三角形的直角边为有理边，称斜边为无理边；并总取有理边的边长为单位长 1，
则无理边的边长是无理数 2 。此时，七巧板每个拼块的相应边长都分别确定，或者是正整数 1 或 2，或

者是 2 的 1 倍或 2 倍；相应面积也都确定，分别是 1/2 的正整数倍；七块的面积总和为 8。同时，作为

特殊的凸多边形，每个拼块的各个内、外角都分别是 π/4 的 1 倍或 2 倍或 3 倍。以上各个具体数值，需

要时是易知的。 
上述划分和观察提供了良好的标准化基础，使得后续讨论能够一致进行，也使得以后能够改动关于

拼块数量的限制而将相应问题和结果推广。 
定义 2.1：由有限块基三角形作为拼块所能拼合成的凸多边形称为备选凸多边形，拼合所用基三角形

的块数称为该备选凸多边形的阶数。 

事实上，在文[1]之中，首先考虑的是确定 16 阶备选凸多边形全体，共计 20 种；再在其中排除 7 种

不能用七巧板拼块拼成的凸多边形，从而找到其中所有能用七巧板拼块拼成的凸多边形共计 13 种。 
只要注意到任何凸多边形的外角和都是确定的 2π = (π/4) × 8，易知文[1]之中的引理 3 成立，并且可以自

然推广为下列引理。 
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引理 2.2：任一备选凸多边形，其边数不可能超过 8。 
证明：对于任一备选凸 n 边形，注意到它的每个外角只能取值为 π/4 的 1 或 2 或 3 倍，从而其外角

和 2π ≥ (π/4)n，故结论成立。 
注记 2.3：文[2]的引理 3、引理 4 译文欠妥，容易引起所讨论对象在层次上的混淆。图 2 所示的是一

个 14 阶备选凸八边形；后文算法可确定 16 阶备选凸八边形不存在，所以由一副七巧板不能拼合出凸八

边形。 
注记 2.4：多边形的有向外角之和恒定，而有向内角之和与边数有关；具有不变性的性质往往具有更

深刻的本质，更值得加以注意。 
为了进一步考虑文[1]或[2]之中的引理 4、引理 2 和引理 1 如何确保成立并适当予以推广，下面引入

虚拟八边形表示的概念，用以统一表示所有备选凸多边形，其中自然包含了七巧板凸多边形。 
定义 2.4：对于正整数 3,4,5,6, 8{ }7,n∈ ，如果某个凸 n 边形的 n 个顶点在可重复意义下按边界正向

顺序标记为 8 个顶点 Pi， 0,1,2, ,8,9i =  ，其中约定 P0 = P8，P1 = P9，使得按顺序所得的位置差向量 Pi−1Pi

到 PiPi+1的正向外角为 π/4，则称该凸 n 边形具有虚拟八边形表示 P1P2P3P4P5P6P7P8。 
参见图 3。本质上，对于具有虚拟八边形表示的某个凸多边形而言，每一个外角为 kπ/4 的顶点都被

表示成了 k 个重复标记的顶点，其中 k = 1, 2, 3；这 k 个顶点之间的广义边长取值为 0，而不重合的两个

相邻顶点之间的边长非零。故由引理 2.2 及其证明过程得知下列推论。 
 

 
Figure 1. Tangram and its base triangles 
图 1. 七形 

 

 
Figure 2. 14-ordered alternative convex 
octagon 
图 2. 14 阶备选凸八边形 

 

 
Figure 3. A sketch map of the directions of a 
virtual octagon 
图 3. 虚拟八边形各边方向向量分布示意 
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推论 2.5：任一备选凸多边形都具有上述虚拟八边形表示。 
至此，对于七巧板凸多边形而言，如何确定对应的虚拟八边形表示并对该种表示加以有效分类，将

决定相关问题是否能够沿此路径得以解决，同时决定是否将使该种解法具有一般性。 
注意，虚拟八边形 P1P2P3P4P5P6P7P8 所具有的完全的几何不变量系统可以由相邻虚拟顶点 Pi 与 Pi+1

之间的(广义)边长来确定；这些边长按顺序形成 8 元有序数组(P1P2, P2P3, P3P4, P4P5, P5P6, P6P7, P7P8,P8P1)。
该 8 元数组在位置轮换意义下等价，相当于在旋转变换下凸多边形边长对应相等；在完全倒序意义下也

等价，相当于在轴反射变换下凸多边形边长对应相等。因此，下面将对备选凸多边形进行进一步观察，

发现其所对应的虚拟八边形 8 元有序数组的进一步性质，并加以适当分类。 

3. 备选凸多边形在伴随矩形中的内接 

对应于文[1]或[2]之中的引理 4 和定理的证明过程，将其所采用的技巧进行一般化，将给出推广了的

相应引理及其严格证明。下列引理是显然的，可参考图 3。 
引理 3.1：对任意一个备选凸多边形及其虚拟八边形 P1P2P3P4P5P6P7P8，存在两个外接矩形

M1M3M5M7 和 M2M4M6M8，其中一个矩形的边与另一个矩形的边恰都相夹 π/4 角，使得虚拟八边形的 8
条边(或蜕化的顶点)分为两组{P1P2，P3P4，P5P6，P7P8}和{P2P3，P4P5，P6P7，P8P1}，其中每一组分别落

在这两个矩形的边之上。 
证明：给定备选凸多边形及其虚拟八边形 P1P2P3P4P5P6P7P8，不妨设边 P1P2的长度非零，则可作该

凸多边形的外接矩形 M1M3M5M7使边 P1P2落在 M1M3之上。此时，注意到虚拟八边形的虚拟相邻边向量

的每个夹角都为 π/4，可使边(或蜕化的顶点) P5P6同时落在该矩形的平行边 M5M7 之上，可使其边(或蜕

化的顶点) P3P4和 P7P8分别同时落在该矩形的垂直边 M3M5和 M7M1之上。此时，进一步作该凸多边形的

外接矩形M2M4M6M8使各边与矩形M1M3M5M7各边都相夹 π/4 角，则同理由虚拟八边形的定义可知{P2P3，

P4P5，P6P7，P8P1}相应落在矩形 M2M4M6M8的四条边之上，从而结论得证。 
定义 3.2：称引理 3.1 中的两个矩形为相应备选凸多边形及其虚拟八边形的伴随矩形。 

如图 4 所例示的凸七边形，其虚拟八边形具有一组重复标记的顶点 P7 = P8，此时的 M8也与该顶点

重合。 
备选凸多边形按引理 3.1 中所指定的方式分别内接于其两个伴随矩形之中。图 5 例示了一个备选凸

五边形及其虚拟八边形的伴随矩形。该五边形最短边长为 2 时，对应虚拟八边形所具有的 8 元有序数

组具有等价类代表 ( )4, 2,2,0,2,3 2,0,0 ，该组数在相差位置轮换意义下唯一，几何意义是对应边长按

逆时针方向顺序计数；它与 ( )0,0,3 2,2,0,2, 2,4 所表示的备选凸五边形在轴反射意义下对应等价。此

时，相应的两个伴随矩形分别具有边长组{5,3}和{ }4 2,2 2 。 
至此，文[1]之中的引理 4 可以自然推广为下列引理。 
引理 3.3：备选凸多边形能够如此内接在其伴随矩形上，使得它落在一个伴随矩形上的边(或顶点)同

是有理边(或相应蜕化的顶点)，而落在另一个伴随矩形上的边(或顶点)同是无理边(或相应蜕化的顶点)。 
证明：由推论 2.5 和引理 3.1，可设 m 阶备选凸 n 边形 Cm具有虚拟八边形 P1P2P3P4P5P6P7P8，m∈N+，

其中{P1P2，P3P4，P5P6，P7P8}依次落在伴随矩形 M1M3M5M7的对应边上，同时{P2P3，P4P5，P6P7，P8P1}
依次落在伴随矩形 M2M4M6M8的对应边上；参见图 4。 

下面将从两个角度分别考察 Cm 的面积值 Sm 的取值状况，借以发现 8 元有序数组(P1P2, P2P3, P3P4, 
P4P5, P5P6, P6P7, P7P8,P8P1)的取值特征。 

首先，作为 m 阶备选凸 n 边形，Cm面积值等于 m 块基三角形面积之和，即 

2mS m=                                     (1) 
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Figure 4. A sketch map of sides of an alternative 
convex heptagon corresponding to its adjoint 
rectangle 
图 4. 备选凸七边形及其伴随矩形各边的对

应示意 
 

 
Figure 5. A sketch map of sides of an alternative 
convex pentagon corresponding to its adjoint 
rectangle 
图 5. 备选凸五边形及其伴随矩形示意 

 

其次，由于 Cm是由有限块基三角形所拼成的，其各个边都是由有限个有理边和有限个无理边拼接构

成的，故可设其各个边长分别为： 

{ } { }1 2 , , , 0,1, 2, ,8 0i i i i i iPP a b a b i +
+ = + = ⊂ N                    (2) 

其中沿用约定 P0=P8 , P1=P9. 又记两个伴随矩形的边长分别为： 

1 3 1 1 5 7 5 5 3 5 3 3 7 1 7 72 2 , 2 2M M x y M M x y M M x y M M x y= + = = + = + = = +           (3) 

2 4 2 2 6 8 6 6 4 6 4 4 8 2 8 82 2 , 2 2M M x y M M x y M M x y M M x y= + = = + = + = = +          (4) 

注意到等腰直角三角形斜边长与直角边长的关系，(3)~(4)式即可写为： 

( ) ( )1 1 1 12 2 2 2 , 1,2, ,8i i i i i i i ix y b a b a b a i− + − ++ = + + + + + =                  (5) 

其中各种变量按字母下标模 8 相等表示同一字符。因此可以取定有理数组： 

1 1 4 3 4 52 2 2 2i i i i i i i ix b a b x b a b− + + + + += + + = = + +                       (6) 

1 1 4 3 4 5i i i i i i i iy a b a y a b a− + + + + += + + = = + +                           (7) 

于是，由伴随矩形扣除四个角部的等腰直角三角形来计算 Cm面积，则对于全部的指标 i 都有 

( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 2 2 2

1 1 1 1 3 3 5 5

2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 1 1 3 5 1 1 3 5

2 2 1 1 1 1 3 3 5 5

2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

m i i i i

i i i i i i i i

i i i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i i i i

S x y x y

a b a b a b a b

x x y y a a a a b b b b

x y x y a b a b a b a b

+ +

− − + + + + + +

+ + − + + + − + + +

+ + − − + + + + + +

= + +

 − + + + + + + +  

= + − + + + + + + +

+ + − + + +

        (8) 

其中，注意到(1)式，可知无理数 2 的系数必为零，从而其 4 倍有下列利用(6)~(7)式的整理变形(变形过
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程中考虑到了各边在几何上的对称性以及在最终代数表达式中的对称性) 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 1 1 1 1 3 3 5 5

4 2 2 6 1 1 1 1 3 3 5 5

7 1 3 4 5 2 1 2 3 5 6 7

7 7 1

0 4 2

2 2 2

2 2 2 2

2

i i i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i i i i i i

i i i

x y x y a b a b a b a b

x x y x x y a b a b a b a b

b a b b a b y b a b b a b y

a b a b

+ + − − + + + + + +

+ + + + − − + + + + + +

+ + + + + + + + + + + +

+ + +

= + − + + +

= + + + − + + +

= + + + + + + + + + + +

− +( )
( )( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )

1 3 3 5 5

4 2 6 2 6 4 7 1 3 5 2

1 3 5 7 1 1 3 3 5 5 7 7

4 1 2 3 5 6 7 2 6 1 1

2

i i i i i

i i i i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i i i i i i

a b a b

a a y y a a y y b b b b y

b b b b y a b a b a b a b

a a a b a a b a a a a b a a

+ + + + +

+ + + + + + + + + + +

+ + + + + + + + + + + +

+ + + + + + + + + − +

+ +

= + + + + + + + + +

+ + + + − + + +

= + + + + + + + + + + +( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )

3 4 5

1 3 5 7 2 1 1 3 3 5 5 7 7

4 2 6 1 3 5 7 2 6 4 1 3 5 7

1 2 1 3 4 2 3 5 4

2 2 2 2

2 2

i i

i i i i i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i i

b a

b b b b y y a b a b a b a b

a a b b a a a a a a b b a a a a

b y y a b y y a b y

+ + +

+ + + + + + + + + + + + +

+ + + + + + + + + + + + + +

+ + + + + + + + +

+ +

+ + + + + − + + +

= + + + + + + + + + + + + +

+ + − + + − + ( ) ( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )
( )

6 5 7 8 6 7

4 8 2 6 1 3 5 7 2 6 4 1 3 5 7

1 2 1 3 3 2 4 1 5

5 4 6 3 7 7 6 8 5

2 2i i i i i i

i i i i i i i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i i

y a b y y a

a a b b a a a a a a b b a a a a

b b b a a b b b a a

b b b a a b b b a a

+ + + + + +

+ + + + + + + + + + + + + + +

+ + − + + + + + +

+ + + + + + + + + +

+ − + + −

= + + + + + + + + + + + + +

+ + + + + + + +

+ + + + + + + +( )1

 

此时注意到(2)式之中所限定的整数组 ai, bi的取值非负范围，可知右端和式中的每一项都取得非负值，

因而左端为 0 表明右端的每一项都只能为零。即得下列方程组： 

( )( )
( )

2 6 4 1 3 5 7

1 1 2 2

0, 1, 2,3, 4;

0, 1, 2,3, 4,5,6,7,8.
i i i i i i i i

i i i i i

a a b b a a a a i

b b b a a i
+ + + + + + +

− + − +

 + + + + + + = =


+ + + = =
                  (9) 

现在考虑方程组(9)在(7)式限制下的非负整数解，其中 16 个变量不能全都为零，否则(8)与(1)式将矛

盾。 
现若 a1 ≠ 0，则方程组(9)第一组式子蕴含着： 

( )( )3 7 1 5

3 7 2 4 6 8

0,
0.

a a b b
b b a a a a
 + + =


= = = = = =
 

此时，(7)式蕴含着 b1 = b5，结合上式并代回方程组(9)第二组式子则可得到： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 8 2 2 1 3 4 3 5 5 4 6 6 5 7 8 7 10, 0, 0, 0, 0, 0b b b b b b b b b b b b b b b b b b+ = + = + = + = + = + =  

于是，若再进一步有 b1 ≠ 0，则意味着： 

3 7 8 2 4 60, 0, 0a a b b b b= = = = = =  

从而 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 3 3 4 4, , , 0,0a b a b a b= = =  

即顶点 P2与 P3、P4、P5重合，此处外角不小于 π，与 P2P3、P3P4、P4P5作为 Cm的虚拟八边形三个

邻边相矛盾！因此，若 a1 ≠ 0，则必有： 

1 3 5 7 2 4 6 80, 0b b b b a a a a= = = = = = = =  

此条件下可直接验证方程组(9)各式都被满足，因而是方程组(9)在条件 a1 ≠ 0 下的通解。此时 8 元有

序数组： 

( ) ( )1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 1 1 2 3 4 5 6 7 8, , , , , , , 2 , , 2 , , 2 , , 2 ,P P P P P P P P P P P P P P P P a b a b a b a b=          (10) 
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同理，若 a3 ≠ 0 或 a5 ≠ 0 或 a7 ≠ 0，则仍有(10)式成立；若 a2 ≠ 0 或 a4 ≠ 0 或 a6 ≠ 0 或 a8 ≠ 0，则有： 

( ) ( )1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 1 1 2 3 4 5 6 7 8, , , , , , , , 2 , , 2 , , 2 , , 2P P P P P P P P P P P P P P P P b a b a b a b a=          (11) 

现若 b1 ≠ 0，则方程组(9)第二组式子蕴含着 

3 7 8 2 0a a b b= = = =  

并且由上面讨论过程得知必有 a1 = 0，此时(7)式蕴含着 b6 = a5 = 0，以及进一步的 b4 = b8 = 0，即仍

有(11)式成立。同理，若 b3 ≠ 0 或 b5 ≠ 0 或 b7 ≠ 0，则仍有(11)式成立；若 b2 ≠ 0 或 b4 ≠ 0 或 b6 ≠ 0 或 b8 ≠ 
0，则仍有(10)式成立。 

综合以上讨论可知，或者(10)式成立、或者(11)式成立；这说明 Cm落在它的一个伴随矩形上的边或

顶点同是有理边或相应蜕化的顶点；同时，落在它的另一个伴随矩形上的边或顶点同是无理边或相应蜕

化的顶点，即结论成立。 
注记 3.4：在上述讨论过程中，关于{ }, , 0,1, 2, ,8i ia b i += ∈ N 的方程组(6)式蕴含在方程组(7)式之中，

没有给解的性质增加新的信息。 
注记 3.5：在顺序调整顶点下标标号的意义下，(10)式和(11)式是一致的，体现的是对应的虚拟八边

形(广义)边长 8 元有序数组的轮换。 
现在，文[1]之中的引理 2 可以自然推广为下列引理。 
引理 3.6：对于任一备选凸多边形，任意取定它的一条边，则该边或是由有限个基三角形的有理边所

拼接而成，或是由有限个基三角形的无理边所拼接而成。并且，在备选凸多边形的各个顶点处，当外角

为 π/4 或 3π/4 时，两条边一者为有理边所拼成、一者为无理边所拼成；当外角为 π/2 时，两条边或同为

有理边所拼成、或同为无理边所拼成。 
证明：只要注意到无理数与有理数之间不可能存在整数倍的关系，由引理 3.3 及其证明过程即得结

论。 
注意，文[1]之中的引理 1 的证明方法，对于 16 块基三角形的拼合而言，缺乏清晰的情形分类；对于

只有 7 个拼块的七巧板而言，还是可以适用的。在此可对应修改为下列引理。 
引理 3.7：任一备选凸多边形一定能够如此拼合而成，使得每两个基三角形之间拼接时，或是沿完整

有理边相接、或是沿完整无理边相接。 
证明：不妨设所拼成的凸多边形对应有虚拟八边形满足(11)式，则沿着边长为无理数的 4 条边分别相

应去除 a2，a4，a6，a8个基三角形，所余图形可以划分为有限个单位正方形小块；其中两个单位正方形

小块之间总以相互完整单位边拼接，而每个单位正方形又可分割成沿无理边拼接的两个基三角形。易见，

上述分割成的所有基三角形之间都是或沿完整有理边相接、或沿完整无理边相接的，证毕。 
注记 3.8：引理 3.7 说明，为了用有限个基三角形拼成凸多边形，拼接过程中只需要将任意两个基三

角形或在有理边之间整边相接、或在无理边之间整边相接即可。换个角度去看，对于为了解决备选凸多

边形分类问题的目标而言，如果不按这样的规则去拼接的话是否最后也能够拼合成某个凸多边形，就

可以不予考虑了。 
引理 3.9：满足(6)~(7)式并以(11)式或(10)式顺序给定(广义)边长的虚拟八边形，都表示了一个对应

的备选凸多边形。 
证明：由引理 3.7 证明过程，结合引理 3.3 证明过程，可知结论成立。 

4. 备选凸多边形及其虚拟八边形完全不变量系统的确定 

定理 4.1：取定 m ∈ N+。设 m 阶备选凸 n 边形具有虚拟八边形 P1P2P3P4P5P6P7P8，使(11)式成立。则
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变量 8 元组 ( )1 2 3 4 5 6 7 8, , , , , , ,b a b a b a b a 的取值范围确定为方程组： 

( )( ) ( )2 2 2 2
8 1 2 2 3 4 2 4 6 8

5 8 1 2 4 6

7 2 3 4 6 8

2 ,

,
,

m a b a a b a a a a a

b a b a a a
b a b a a a

 = + + + + − + + +
 = + + − −
 = + + − −

                    (12) 

在限制条件： 

{ }1 2 3 4 5 6 7 8

1 3 5 7

2 4 6 8

, , , , , , , 0 ,
2 ,

,

b a b a b a b a
b b b b m
a a a a m

+ ∈


+ + + ≤
 + + + ≤

N
                           (13) 

之下的解全体。对应伴随矩形的边长分别确定为 ( )1 3,y y 和 ( )2 42 , 2x x ，其中： 

2 6 1 2 3 5 6 7 4 8 3 4 5 7 8 12 2 / 2 2, 2 2 2 2x x b a b b a b x x b a b b a b= = + + = + + = = + + = + +       (14) 

1 5 8 1 2 4 5 6 3 7 2 3 4 6 7 8,y y a b a a b a y y a b a a b a= = + + = + + = = + + = + +              (15) 

证明：沿用引理 3.3 中的记号，在成立(11)式时，(6)~(7)式进一步简化为 

1 3 5 7 2 4 6 8 0x x x x y y y y= = = = = = = = 以及(14)~(15)式，其中(14)式之中关于变元 ( )1 2 3 4 5 6 7 8, , , , , , ,b a b a b a b a
的关系蕴含于(15)式之中。此时，将(1)式代入(8)式可简化为两种等价形式： 

( )2 2 2 2
1 3 2 4 6 82m y y a a a a= − + + +                               (16) 

( )2 2 2 2
2 4 1 3 5 74 2m x x b b b b= − + + +                              (17) 

将(15)~(16)联立即得方程组(12)。反之，当非负整数组 ( )1 2 3 4 5 6 7 8, , , , , , ,b a b a b a b a 是方程组(12)的解时，

对应可直接验证(1)~(8)式都被满足，由引理 3.9 可知，其确实表示了某个 m 阶备选凸多边形。同时，m
块基三角形所具有的有理边总数为 2 m，无理边总数为 m；这两个数值自然分别成为 m 阶备选凸 n 边形

各条边上的基三角形有理边总数和无理边总数的上界，故结论成立。 
注记 4.2：上述面积公式有不同的等价表示，比如其中(16)式即为： 

( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )

2 2 2 2
8 1 2 4 5 6 2 3 4 6 7 8 2 4 6 8

2 2 2 2 2
1 5 3 7 1 3 5 7 2 4 6 8 2 4 6 8 2 4 6 8

2

2 2

m a b a a b a a b a a b a a a a a

b b b b b b b b a a a a a a a a a a a a

= + + + + + + + + + + − + + +

 = + + + + + + + + + + + + + − + + + 

(18) 

注记 4.3：方程组(12)的非负整数解按等价类与 m 阶备选凸多边形一一对应，等价关系可表示为： 

( ) ( )1 2 3 4 5 6 7 8 3 4 5 6 7 8 1 2, , , , , , , ~ , , , , , , ,b a b a b a b a b a b a b a b a                     (19) 

( ) ( )1 2 3 4 5 6 7 8 7 6 5 4 3 2 1 8, , , , , , , ~ , , , , , , ,b a b a b a b a b a b a b a b a                     (20) 

几何意义分别对应于 m 阶备选凸多边形在平面的旋转变换和轴反射变换下对应全等。 
定理 4.1 和注记 4.3 已经将几何问题转化为在所指定的有限范围内的非负整数解的求解和进一步甄

别问题，使之具备利用人工技巧或者机械化枚举以寻求后续解决方案的良好基础，因而构成了该问题

处理过程中的重要一环。在上述每个等价类中选取代表元时，可选择一些满足相应限制条件的解，以

减少人工或者机械化求解的计算量。比如在文[1]之中，实质上是对于 m = 16 分别考虑了三种子情形而

获得方程组(16)联立(15)的非负解共计 20 种等价类；分别为情形 a: y1 < y3 且 y3 > 5 时，和情形 b: y1 = y3

时，和情形 c:y1 < y3 ≤ 5 时。情形 a 和 b 是利用不等式估计技巧而获解，情形 c 是枚举推断(y1, y3)以及(a2, 
a4, a6, a8)的非负取值而获解。 
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一般地，关于备选凸多边形周长结构的估计有更为精细的结果。 
引理 4.4：在定理 4.1 的条件下有： 

1 3 5 7 2b b b b m+ + + ≤ +                                  (21) 

证明：注意到引理 3.6 和 3.7，考察所讨论的虚拟八边形的 4 条由有理边所构成的边，之上共计分

布有 1 3 5 7b b b b+ + + 个基三角形，其中最多有 4 个是可能重复计数的。于是 ( )1 3 5 72 4 2b b b b m+ + + − ≤ ；

化简既得结论。 
推论 4.5：取定 m∈N+.设 m 阶备选凸 n 边形具有虚拟八边形 P1P2P3P4P5P6P7P8，使(11)式成立。则在

等价关系(19)和(20)之下，变量 6 元组 ( )2 4 6 8 1 3, , , , ,a a a a b b 的代表元选取范围可为 

{ }

( )
( ) ( )

2 4 6 8 1 3

2 4 6 8 1 3 2 6

1 8 1 2 3 2 3 4

5 8 1 2 4 6 7 2 3 4 6 8

1 3 3 5
2 2 4 4

2 2 2 2
1 3 2 4 6 8

1 5 3 3 7 1

2

, , , , , 0 ,

, 1,
2

0, 0,
0, 0,

0, 0,
2 2

2 ,

, ,

a a a a b b
ma a a a m b b a a

y a b a y a b a
b a b a a a b a b a a a

b b b b
x a x a

y y a a a a m

b b y m b b y m

a a

+∈

+ + + ≤ + + − ≤ +

= + + > = + + >
= + + − − ≥ = + + − − ≥

+ +
= + > = + >

− + + + =

+ ≤ + ≤

+

N

( ) ( )6 4 4 8 2, ,
2 2
m mx a a x
















 ≤ + ≤


                 (22) 

证明：由(12)~(16)式及其讨论过程，注意到引理 4.4，将(12)式中 b5，b7的表达式代入(21)式之中并

化简，即得(22)第 2 组第 2 式的限制条件。而作为伴随矩形的边长，得知 y1 > 0，y3 > 0，x2 > 0，x4 > 0。
同时，注意到凸性，四个广义梯形 P1P2P5P6，P3P4P7P8，P2P3P6P7，P4P5P8P1都分别包含在虚拟八边形

P1P2P3P4P5P6P7P8之中，故其面积都分别不超过 m/2 ，化简即得(22)第 7~8 式。 
基于该推论的机械化求解程序是不难编制的。通过计算机的快速演算，可以获得指定阶数的备选

凸多边形的各个相关数据，包括 8 条广义边长、4 条伴随矩形的边长、边数等等。例如，当 m = 1600 即

100 副七巧板时，备选凸多边形的等价类个数为 10,057。表 1 列出了阶数不超过 32 的备选凸多边形的等

价类个数。 

5. 七巧板凸多边形的进一步筛选 

由于七巧板各个拼块的边长和面积限制不同，一个备选凸多边形能否由七巧板的若干拼块接合而成

尚需进一步检验。 
显然，七巧板各个拼块中面积最大的两块都具有直角边长 2 和斜边长 2 2 ，如果用以构建出备选凸

多边形，则对应伴随矩形的边长分别必须满足： 
 
Table 1. Samples of the numbers of the equivalence classes of m-orderd alternative convex polygons 
表 1. m 阶备选凸多边形等价类个数例示 

m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

个数 1 3 2 6 3 7 5 11 5 10 7 14 7 16 11 20 

m 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 

个数 9 17 13 22 12 25 18 27 14 24 20 31 18 36 26 37 
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1 3 2 42, 2 1, 1y y x x≥ ≥ ≥ ≥和                             (23) 

同时，七巧板所有拼块的边长总和为 20 10 2+ ，对应备选凸 n 边形各条边上的基三角形有理边总数

和无理边总数的上界即分别为 20 和 10。因此，文[1]之中所考虑的完整七巧板所能构成的凸多边形只需

在更强的条件下筛选即可，故推论 4.5 可改进如下。 
推论 5.1：设完整七巧板所能构成的凸 n 边形具有虚拟八边形 P1P2P3P4P5P6P7P8，使(11)式成立。则

在等价关系(19)和(20)之下，变量组代表元可选取的范围为 

{ }

( )
( ) ( )

2 4 6 8 1 3

2 4 6 8 1 3 2 6

1 8 1 2 3 2 3 4

5 8 1 2 4 6 7 2 3 4 6 8

1 3 3 5
2 2 4 4

2 2 2 2
1 3 2 4 6 8

1 5 3 3 7 1

2

, , , , , 0 ,
10, 9,
2, 2,

0, 0,

1, 1,
2 2

2 16,

16, 16,

a a a a b b
a a a a b b a a
y a b a y a b a
b a b a a a b a b a a a

b b b b
x a x a

y y a a a a

b b y b b y
a

+∈
+ + + ≤ + + − ≤
= + + ≥ = + + ≥
= + + − − ≥ = + + − − ≥

+ +
= + ≥ = + ≥

− + + + =

+ ≤ + ≤
+

N

( ) ( )6 4 4 8 28, 8.a x a a x














 ≤ + ≤

                 (24) 

按此推论筛选，全副七巧板所能构成的凸 n 边形的虚拟八边形的等价类仅具有 16 种可能，其中 13
种可实证拼成；而有 3 种尚需进一步排除，参见表 2 和表 3。董[3]文采用直接利用多边形形状而按拼接

规则(未予以严格证明)进行分类的办法，同样得到 13 种能用一副七巧板各块重组而拼成的凸多边形。该

办法的解析化实质，就相当于在等价关系(19)和(20)之下求解(12)时，讨论当其中若干变量取零值时其他

变量可如何确定。 
利用一副七巧板或其一部分拼块所能拼成的凸多边形有多少种，郝四柱[4]曾探究该问题；其中，一

级子类的划分方式与董[3]文类似。经过分类并“演示”后，他指出这些凸多边形在全等意义下共计有 93
种。实际上，考虑到当阶数 m ≥ 9 时就会产生限制(23)，当阶数 m ≥ 5 时就会产生限制 y1 ≥ 1，y3 ≥ 1 和

x2 ≥ 0.5，x4 ≥ 0.5；利用上述寻求等价类代表元同样的办法，可程序性地在相应限制下预选出 1 至 16 阶 
 
Table 2. The upper bounds of the number of the tangram polygons 
表 2. 七巧板凸多边形个数上界 

m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

个数 1 3 2 6 2 6 4 10 3 6 5 10 5 12 9 16 

 
Table 3. Samples of 7 non-tangram polygons 
表 3. 7 种非七巧板凸多边形数据列示 

m y1 y3 x2 x4 b1 a2 b3 a4 b5 a6 b7 a8 

13 3 3 1.5 3 1 0 2 1 2 0 1 2 

14 3 3 2 2 1 1 1 1 1 1 1 1 

15 3 4 1.5 3 1 0 2 2 0 1 1 2 

15 4 5 1 4.5 0 0 2 3 1 0 1 4 

16 5 5 1 5 0 0 2 3 2 0 0 5 

16 4 6 1 5 0 0 2 4 0 0 2 4 

16 5 5 1 4 0 1 0 4 0 1 0 4 
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备选多边形之中的 100 种，以之作为可拼成的凸多边形的实际检验对象，对应有表 2。此时的个数上界

与表 1 对比，相应的差异是有规律的，并且可以在几何直观上予以解释；所去除的只是若干“窄条”，

可以根据(12)~(15)式严格证明。在上述 100 种预选对象中，有 93 种凸多边形可分别实证确实能够用一副

七巧板或其一部分拼块来拼成(数据和图形略)；而另外 7 种却不能，所对应的部分数据如表 3 所示(图形

略)。可见，不能拼成的理由由拼接规则、拼块结构及相应的几何不变量可以给出。 
至此可见，七巧板凸多边形的分类问题采用上述解析化方法加以解决是具有一般性的。当相应问题

推广到有限副七巧板或其一部分拼块的情形时，该方法自然可以适用；这体现出解析法的深层意义。在

该解析方法建立过程之中，对于几何不变量的相应考察是不可或缺的。 
注记 5.2：当(23)式成立并且阶数 m 较高之时，预选范围(22)式之中的周长结构限制条件完全可以进

一步强化，比如利用类似于引理 4.4 的计数可得到 2 4 6 8 2 2a a a a m+ + + ≤ + 。一般地，最小的无理边数

{ }2 4 6 8min , , ,a a a a 取值范围也可缩小，比如它具有上界 2m 
 ，这里[x]指 x 的整数部分。 

注记 5.3：上述解析化方法将不变量系统中的角度状况对应转化为虚拟边长取值状况，适用于更一般

的场合。 
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附录： 
附录 1. 100 种预选对象数据表，其中标星号者将确认不是一副七巧板或其部分所能拼成的凸多边形 

m 子序 y1 y3 x2 x4 E b1 a2 b3 a4 b5 a6 b7 a8 m 子序 y1 y3 x2 x4 E b1 a2 b3 a4 b5 a6 b7 a8 
1 1 1 1 0.5 1 3 0 0 1 0 1 0 0 1 

12 

3 2 5 2.5 2.5 4 0 0 5 0 0 2 1 2 

2 
1 1 1 1 1 4 1 0 1 0 1 0 1 0 4 3 3 1.5 2.5 6 1 0 2 1 1 1 0 2 
2 1 2 1 1 3 0 0 2 0 0 1 0 1 5 3 3 2 2 5 2 0 2 1 0 2 0 1 
3 1 2 0.5 1.5 4 0 0 1 1 0 0 1 1 6 2 5 1.5 3.5 4 0 0 3 2 0 0 3 2 

3 
1 1 2 1 1.5 4 0 0 2 0 1 0 1 1 7 4 4 1 4 4 0 0 2 2 2 0 0 4 
2 2 2 0.5 2 4 0 0 1 1 1 0 0 2 8 3 5 1 4 4 0 0 2 3 0 0 2 3 

4 

1 1 2 1.5 1.5 4 1 0 2 0 1 0 2 0 9 2 4 2 2 6 0 1 2 1 0 1 2 1 
2 2 2 1 2 3 0 0 2 0 2 0 0 2 10 4 4 1 3 4 0 1 0 3 0 1 0 3 
3 1 3 1.5 1.5 4 0 0 3 0 0 1 1 1 

13 

1 3 3 2 2.5 5 1 0 3 0 2 1 0 2 
4 1 3 1 2 4 0 0 2 1 0 0 2 1 2* 3 3 1.5 3 6 1 0 2 1 2 0 1 2 
5 2 3 0.5 2.5 4 0 0 1 2 0 0 1 2 3 2 4 2 2.5 6 1 0 3 1 0 1 2 1 
6 2 2 1 1 4 0 1 0 1 0 1 0 1 4 3 4 1.5 3 5 0 0 3 1 1 1 0 3 

5 
1 1 3 1.5 2 4 0 0 3 0 1 0 2 1 5 4 4 1 3.5 5 1 0 1 3 0 1 0 3 
2 2 2 1 1.5 5 1 0 1 1 0 1 0 1 

14 

1 3 3 2 3 5 1 0 3 0 3 0 1 2 

6 

1 1 3 2 2 4 1 0 3 0 1 0 3 0 2 2 4 2.5 2.5 6 1 0 4 0 1 1 2 1 
2 1 4 2 2 4 0 0 4 0 0 1 2 1 3 3 4 2 3 4 0 0 4 0 2 1 0 3 
3 2 2 1.5 1.5 5 1 0 2 0 1 1 0 1 4 2 4 2 3 6 1 0 3 1 1 0 3 1 
4 1 4 1.5 2.5 4 0 0 3 1 0 0 3 1 5 3 4 1.5 3.5 5 0 0 3 1 2 0 1 3 
5 2 2 1 2 6 1 0 1 1 1 0 1 1 6 2 4 2.5 2.5 5 2 0 3 1 0 1 3 0 
6 2 3 1 2 4 0 0 2 1 0 1 0 2 7 2 5 2 3 5 0 0 4 1 0 1 2 2 

7 

1 1 4 2 2.5 4 0 0 4 0 1 0 3 1 8 4 4 1 4 6 1 0 1 3 1 0 1 3 
2 2 2 1.5 2 5 1 0 2 0 2 0 1 1 9 4 5 1 4 4 0 0 2 3 0 1 0 4 
3 2 3 1.5 2 4 0 0 3 0 1 1 0 2 10* 3 3 2 2 8 1 1 1 1 1 1 1 1 
4 2 3 1 2.5 5 0 0 2 1 1 0 1 2 11 3 4 2 2 5 0 1 2 1 0 2 0 2 

8 

1 1 4 2.5 2.5 4 1 0 4 0 1 0 4 0 12 3 4 1.5 2.5 6 0 1 1 2 0 1 1 2 
2 2 2 2 2 4 2 0 2 0 2 0 2 0 

15 

1 2 4 2.5 3 5 1 0 4 0 2 0 3 1 
3 2 3 1.5 2.5 4 0 0 3 0 2 0 1 2 2 3 4 2 3.5 4 0 0 4 0 3 0 1 3 
4 1 5 2.5 2.5 4 0 0 5 0 0 1 3 1 3 2 5 2.5 3 5 0 0 5 0 1 1 2 2 
5 2 4 2 2 3 0 0 4 0 0 2 0 2 4 2 5 2 3.5 5 0 0 4 1 1 0 3 2 
6 1 5 2 3 4 0 0 4 1 0 0 4 1 5 4 4 1.5 4 4 0 0 3 1 3 0 0 4 
7 3 3 1 3 4 0 0 2 1 2 0 0 3 6 3 3 2 2.5 7 2 0 2 1 1 1 1 1 
8 2 4 1 3 4 0 0 2 2 0 0 2 2 7 3 4 2 2.5 5 1 0 3 1 0 2 0 2 
9 2 3 1.5 1.5 6 0 1 1 1 0 1 1 1 8* 3 4 1.5 3 6 1 0 2 2 0 1 1 2 
10 3 3 1 2 4 0 1 0 2 0 1 0 2 9* 4 5 1 4.5 5 0 0 2 3 1 0 1 4 

9 
1 3 3 1.5 3 3 0 0 3 0 3 0 0 3 

16 

1 2 4 3 3 4 2 0 4 0 2 0 4 0 
2 2 3 1.5 2 6 1 0 2 1 0 1 1 1 2 2 5 2.5 3.5 4 0 0 5 0 2 0 3 2 
3 3 3 1 2.5 5 1 0 1 2 0 1 0 2 3 4 4 2 4 3 0 0 4 0 4 0 0 4 

10 

1 2 3 2 2 6 1 0 3 0 1 1 1 1 4 3 3 2.5 2.5 6 2 0 3 0 2 1 1 1 
2 2 3 1.5 2.5 6 1 0 2 1 1 0 2 1 5 2 6 3 3 4 0 0 6 0 0 2 2 2 
3 2 3 2 2 5 2 0 2 1 0 1 2 0 6 3 4 2.5 2.5 5 1 0 4 0 1 2 0 2 
4 2 4 1.5 2.5 5 0 0 3 1 0 1 1 2 7 3 3 2 3 6 2 0 2 1 2 0 2 1 
5 3 3 1 3 6 1 0 1 2 1 0 1 2 8 3 5 2 3 4 0 0 4 1 0 2 0 3 
6 3 4 1 3 4 0 0 2 2 0 1 0 3 9 2 6 2 4 4 0 0 4 2 0 0 4 2 

11 

1 2 3 2 2.5 5 1 0 3 0 2 0 2 1 10 3 4 1.5 3.5 6 1 0 2 2 1 0 2 2 
2 2 4 2 2.5 5 0 0 4 0 1 1 1 2 11 3 5 1.5 3.5 5 0 0 3 2 0 1 1 3 
3 2 4 1.5 3 5 0 0 3 1 1 0 2 2 12* 5 5 1 5 4 0 0 2 3 2 0 0 5 
4 3 4 1 3.5 5 0 0 2 2 1 0 1 3 13* 4 6 1 5 4 0 0 2 4 0 0 2 4 
5 3 3 1.5 2 6 0 1 1 1 1 1 0 2 14 2 5 2.5 2.5 6 0 1 3 1 0 1 3 1 

12 
1 2 3 2.5 2.5 4 2 0 3 0 2 0 3 0 15* 5 5 1 4 4 0 1 0 4 0 1 0 4 
2 2 4 2 3 4 0 0 4 0 2 0 2 2 16 4 4 2 2 4 0 2 0 2 0 2 0 2 
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附录 2. 100 种预选对象所对应的凸多边形及其拼接实证图示 
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