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Abstract 
We consider block AOR preconditioned iterative method for solving the linear system Ax b= , 
using the preconditioning technology. When the coefficient matrix A is an H-matrix, the conver-
gence results of the presented method are given. 
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摘  要 

本文利用块预条件技术考虑了解线性方程组 Ax b= 的块预条件AOR迭代法。当方程组的系数矩阵 A是

H-矩阵时，得出了该方法的收敛性结果。 
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1. 引言 

考虑线性方程组： 

Ax b=                                         (1) 

其中 A 是 n 阶方阵， x 与 b 是 n 维向量。对(1)基本的迭代解法是： 
1 1 , 0,1,k kMx Nx b k+ += + =                                (2) 

其中 A M N= − 且 M 是非奇异矩阵，这样(2)也可被写成： 
1 , 0,1, ,k kx Tx c k+ = + =   

其中 1T M N−= ， 1c M b−= 。 
对矩阵 A 做如下分块： 
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                               (3) 

这儿，每个对角块 i in n
iiA C ×∈ ， 1, ,i m=  ，非奇，并且 1 2 mn n n n+ + + = 。如果 A 是非奇的，我们

称 A 是非奇块矩阵。 

通常，把矩阵 A 分裂成： 
A D L U= − −  

其中 D ， L− 和 U− 分别是(3)中 A 的块对角，严格块下三角和严格块上三角部分，这样，矩阵 A 的块 AOR
迭代矩阵为： 

( ) ( ) ( )( )1 1rwl D rL w D w r L wU−= − − + − +  

其中 w 和 r 是两个实参数，并且 0w ≠ 。特别地，当 r 和 w 取一些特殊值时，我们得到块 SOR，块

Gauss-Seidel 和块 Jacobi 迭代法。 
为了更好的解(1)，引入了非奇块预条件矩阵 P ，即考虑： 

PAx Pb=                                       (4) 

那么(4)的块 AOR 迭代格式为： 
1 , 0,1,k k

p pM x N x Pb k+ = + =                               (5) 

其中
P pPA M N= − ， pM 是非奇异矩阵。这样(5)也可以表示为： 

1 , 0,1, ,k kx Tx c k+ = + =   

这儿， 1
p pT M N−= ， 1

pc M Pb−= 。相似地，我们有块预条件 SOR 迭代法，块预条件 Gauss-Seidel 迭
代法和块预条件 Jacobi 迭代法。 

如果 A 是一个 M -矩阵，Alanelli 等在[1]中取 P Q S= + ，其中Q 是由 1
11 22, , , mmL I I−

 所构成的块对角

矩阵( 11L 是 11A 做 LU 三角分解的下三角矩阵)： 
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从文献[1]可以看出若块预条件矩阵 P 选择得合适，必将会提高迭代方法的收敛速度。本文在已经有

的预条件矩阵的基础上引入参数，对(1)中系数矩阵 A 是 H -矩阵的情形进行了考虑，引入了新的块预条

件矩阵，理论上分析了块预条件迭代法的收敛性。 

2. 预条件迭代法 

我们考虑预条件矩阵 P Q Sβ
α α β= + ，其中 
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令 ( )( )P A Q S D L U D L Uβ
α α β= + − − = − −  ，则 

1 1 1 1
1 11 11 1 11 1 1 1 11 1 1 11 1
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其中 D 是由 1 1 1
1 11 1 11 1 1 2 22 2 22 2 2, , ,s s t t m mm m mm mn nmI A A A I A A A I A A Aα β α β α β− − −− − − 所构成的块对角矩阵， 
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如果D 非奇，那么( ) 1
D rL

−
−  是存在的，这样，我们就可以定义P Aβ

α 的块预条件AOR 迭代法。即： 

( ) ( ) ( )( )1
1rwl D rL w D w r L wU

−
= − − + − +
      

让 ( )ijA m= 表示矩阵 A 的比较矩阵，这儿 ( )ii iim a i j= = ， ( )ij ijm a i j= − ≠ 。 
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在上面的定义下， P Aβ
α 的比较矩阵为 P A D L Uβ

α = − −   ，即： 
1 1 1
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3. 预备知识 

定义 1 [2]：A M N= − ，M 非奇，被称为矩阵 A 的一个分裂。如果 1 0M − ≥ ， 0N ≥ ，那么 A M N= −
被称为正则分裂。如果 M 是非奇 M -矩阵， 0N ≥ ，那么 A M N= − 被称为 M -分裂。 

引理 1 [2]： A 是 H -矩阵的充要条件是存在 0r > 使 0A r > ，其中 ( )T
1 2, , , nr r r r=  。 

引理 2 [3] [4]：如果 A M N= − 是 A 的一个 M -分裂，那么 ( )1 1M Nρ − < 的充要条件是 A 是一个非奇

M -矩阵。 
引理 3 [5]：设 A 和 B 是两个 n 阶方阵且 0 B A≤ ≤ ，那么 ( ) ( )B Aρ ρ≤ 。 
引理 4 [3] [6]：如果 A 是 H -矩阵，那么

11A A −− ≤ 。 
引理 5 [7]：如果 A 和 B 是两个 n 阶矩阵，那么 A B A B− ≥ − 。 

4. 主要结论及证明 

定理 1：让 A 是一个非奇 H -矩阵，若有 iα ， iβ 都大于 0 且： 

( )2
i k ki n i ik kk n ne A A r eα β> −  

那么 P Aβ
α 也是一个非奇 H - 矩阵。其中 ( )1 2

T 1T T T, , ,
mn n nr r r r A e−= = 且 ( )1 2

TT T T, , ,
mn n ne e e e=  和

( )T1,1, ,1 i
i

n
ne R= ∈ ， 1,2, ,i m=  ，且与矩阵 A 有相同的分块形式。 

证明：由于 A 是一个非奇 H -矩阵，那么 0r > 。 
令 ( ) 1 1

i ii ij i ii ik kjij
P A A A A A Aβ
α α β− −= − ， , 1, 2, , ,i j m k i= ≠ 那么： 

( )
1 1 1 1 1 1

,

1 1 1 1 1 1

, ,

i

i j k

i i j j k

n

m

i ii ii i ii ik ki n i ii ij i ii ik kj n i ii ik i ii ik kk n
j i

m m

i ii ii n i ii ik ki n i ii ij n i ii ik kj n i ii ik n i ii ik
j i k j i k

P A r

A A A A A r A A A A A r A A A A A r

A A r A A A r A A r A A A r A A r A A A

β
α

α β α β α β

α β α β α β

− − − − − −

≠

− − − − − −

≠ ≠

= − − − − −

≥ − − − − −

∑

∑ ∑

k

1 1 1 1 1

, ,

1 1 1

, ,

11

j

i i j j k k

i i j j

k

kk n

m m

i n i ii ik ki n i ii ij n i ii ik kj n i ii ik n i ii ik kk n
j i k j i k

m m

i n i ii ik ki n i ii ij n i ii ik kj n
j i k j i k

i ii ik n i ii ik kk

r

r A A A r A A r A A A r A A r A A A r

r A A A r A A r A A A r

A A r A A A

α β α β α β

α β α β

α β

− − − − −

≠ ≠

− − −

≠ ≠

−−

≥ − − − − −

≥ − − −

− −

∑ ∑

∑ ∑

( ) ( )

1 1

,

1 1 1

+ 2

2 2 0

k

i i j k k

i k k i k k

n

m

i ii n i ii ik ki n kj n kk n kk n
j i k

i ii n i ii ik n kk n ii i n i ik kk n n

r

A e A A A r A r A r A r

A e A A e A r A e A A r e

α β

α β α β

− −

≠

− − −

 
= + − − − 

 
 = + − = − − > 

∑

 



赵春云 
 

 
211 

因此， P Aβ
α 是一个非奇 H -矩阵，所以 P Aβ

α 是一个非奇 H -矩阵。 
定理 2：如果 A 是一个非奇 H -矩阵， 0 1r ω≤ ≤ ≤ ， 0ω ≠ ，并且 ( )2

i k ki n i ik kk n ne A A r eα β> − 。 
那么 ( ) 1rl ωρ < 。 
证明：由定理 1 知 P Aβ

α 是一个非奇 H -矩阵，且 P A D L Uβ
α = − −   。 

那么 P Aβ
α 的 AOR 迭代矩阵为： 

( ) ( ) ( )( )1
1rl D r L D r L Uω ω ω ω

−
= − − + − +

      

由引理 2 知 ( ) 1rl ωρ < 。因为： 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

1

1 1

11 1 1

11 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1

1

1

1

1

1

1

rl D rL D r L U

D rL D D D r L U

I rD L I r D L D U

I rD L I r D L D U

I r D L I r D L D U

I r D L D D I r D L D U

ω ω ω ω

ω ω ω

ω ω ω

ω ω ω

ω ω ω

ω ω ω

−

− −

−− − −

−− − −

− − − −

− − − − −

= − − + − +

= − − + − +

= − − + − +

≤ − − + − +

≤ − − + − +

≤ − − + − +


    

      

     

     

     

       

( ) ( ) ( )( )1
1

r

D r L D r L U

l ω

ω ω ω
−

= − − + − +

=

    



 

所以，由引理 3， ( ) ( ) ( ) 1r r rl l lω ω ωρ ρ ρ≤ ≤ <   。 
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