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Abstract 
In this paper we discuss the strong limit properties for moving average of functions of non-ho- 
mogeneous Markov chain in Markov environments. By constructing a sequence of random va-
riables with one parameter and take 1 as the expectation, with the aid of the classic Borel-Cantelli 
lemma, we study the strong limit properties of Markov chain in random environments and obtain 
a strong limit theorem for moving average of functions of non-homogeneous Markov chain in 
Markov environments. Moreover, we generalize the existing results. 
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摘  要 

本文研究马氏环境中非齐次马氏链泛函的滑动平均强极限性质。通过构造一列带参数且期望为1的随机
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变量，利用Borel-Cantelli引理来研究随机环境中马氏链的强极限定理，得到了马氏环境中马氏链泛函滑

动平均的一个强极限定理，推广了若干已有结论。 
 
关键词 

马氏链，马氏环境，强极限定理，相对熵 

 
 

1. 引言与定义 

马氏链的极限理论是随机过程中极其重要研究内容，关于这方面的研究成果十分丰富，但以往的研

究主要集中在讨论确定环境下马氏链的随机行为，对随机环境中马氏链的研究是近几十年来随机过程理

论中的一个新兴课题，也有不少深刻的结果。文献[1]-[3]构造了一 Hopf-链，并且利用 Hopf-链理论研究

了平稳环境中马氏链的遍历理论、中心极限定理、直接收敛与转移函数的周期性关系以及不变概率测度

的存在性。文献[4]讨论了马氏环境中马氏链与马氏双链间的关系。文献[5]利用鞅差序列的理论研究了随

机环境中的马氏链，在假设马氏双链遍历的条件下，得到了马氏环境中马氏链的强大数定理成立的充分

条件。文献[6]讨论了随机环境中马氏链的大偏差问题。文献[7]通过对随机环境中马氏链的一般性构造性

定义，在过程的矩满足适当的条件下，利用截尾方法和鞅收敛定理，得到随机环境中马氏链的一类泛函

极限定理，文献[8] [9]利用鞅方法讨论了随机环境中非齐次马氏链的强大数定理。 
最近汪忠志与杨卫国教授提出了一种研究随机序列滑动和强收敛性的新方法[10]，其要点是构造带参

数的且期望为 1 的随机序列，然后利用经典的 Borel-Cantelli 引理来获得随机序列的强收敛性。受他们工

作的启发，本文利用该方法来讨论马氏环境中马氏链，获得了马氏环境中马氏链泛函的一个强极限定理，

将文献[11]中的相关结果推广到滑动平均情况。 
设  表示整数集， + 表示非负整数集。 ( ), ,Ω Ρ 是所考虑的一概率空间，令 { }1, 2, , N=  ，

{ }1, 2, , MΘ =  ， { }n nX X
+∈=




和 { }n nξ ξ
+∈=




分别是定义在 ( ), ,Ω Ρ 上取值于  和 Θ的随机序列，

( ){ },P θ θ ∈Θ 是 X


的一步转移函数族， ( ){ },n n
K

+∈
⋅ ⋅



是ξ


的一步转移函数族。 

定义 1.1 如果对任意 , ,x y n +∈ ∈ ，有 

( ) ( )0 0 0| | ,P X x P X xξ ξ= = =


 

及 

( )( ) ( )0,
1 | , ; ,n

n n nP X y X P X yξ ξ+ = =


 

则称 X


为随机环境ξ


中马氏链，ξ


为随机环境序列；若ξ


是一马氏序列，则称 X


是马氏环境中马氏

链。 
本文恒设 X



是马氏环境 ξ


中的马氏链，其中 ξ


的一步转移函数为 ( ),nK θ α ，由文献[4] [5]知

( ){ },n n nX ξ
+∈ 是马氏双链，其初始分布和一步转移矩阵分别为 

( ){ }0 0 , , , ,q q x xθ θ= ∈ ∈Θ                              (1.1) 

( ){ }, ; , , , , , ,n nQ Q x y x yθ α θ α= ∈ ∈Θ                         (1.2) 

其中 ( ) ( ) ( ), ; , ; , , ,n nQ x y P x y K nθ α θ θ α += = ∈ 。令 ( ) ( ), ,n n nq x P X xθ ξ θ= = = ，对 ,m n∀ ， m n≤ ，由
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马氏性，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1, , , , , ; , , ; , ,m m n n m m m m m m m m n n n n n nP x x q x P x x K P x x Kθ θ θ θ θ θ θ θ θ+ + + − − −≡  ，  (1.3) 

定义 1.2 设 ( ){ },n n nX ξ
+∈ 定义如前，{ }n na

+∈ 是一列取正整数值序列，令 

( ) ( ),
1 log , , , ,

n n n n na n a a a n a nf P X X
n

ω ξ ξ+ += −   

( ),na nf ω 称为 ( ){ },n n nX ξ
+∈ 的广义相对熵密度，由式(1.3)，有 

( ) ( ) ( ) ( ), 1 1 1
1

1 log , log ; , , .
n

n n n
n

a n

a n a a m m m m m m
m a

f q X P X X K
n

ω ξ ξ ξ ξ
+

− − −
= +

 
= − + 

 
∑            (1.4) 

注：若令 0na ≡ ，则 ( )0,nf ω 就是[9]中定义的经典的相对熵密度。 
引理 1.1 [11] 设{ }n nW

+∈ 是一列正的随机变量且满足 { } 1,nE W n +≤ ∈ ，则 

1lim sup log 0 . .n
n

n W a e−

→∞
≤                               (1.5) 

2. 主要结论 

定理 2.1 设 X


是马氏环境ξ


中的马氏链，其中ξ


的一步转移函数为 ( ),nK θ α ，X


的一步转移函数为

( ); ,P x yθ ， ( ) ( ), , , 1, 2,mg x y mθ α= =  是定义在 ( )2×Θ 上的一列四元实值函数。如果存在一个常数

0b > ，使得对任意 ,y α∈ ∈Θ 有 

( ) ( ) ( ) ( ), , ,2

, 1

1lim sup max , , , , ; , e , ,
n

m

n

a n
b g x y

m m bxn m a
g x y Q x y C y

n
θ α

θ
θ α θ α α

+

→∞ = +

= < +∞∑           (2.1) 

则 

( ) ( ){ }1 1 1 1 1 1
1

1lim , , , , , , | , 0 . .
n

n

a n

m m m m m m m m m m m mn m a
g X X E g X X X a e

n
ξ ξ ξ ξ ξ

+

− − − − − −→∞ = +

 − = ∑        (2.2) 

证明：为了以下证明的需要，我们先来构造一个辅助随机函数。设 s 为非零常数， ,y α∈ ∈Θ 为固

定的状态。简记 ( )1 1, , ,m m mg X yξ α− − ， ( )1 1, , ,m m mQ X yξ α− − 分别为 mg 和 mQ 。令 

( )
( ) ( )

( )

1

,

1

e,
1 e 1

a nn
m y m m

m an

n n
m

n

s g X

a n a n
sg

m
m a

s
Q

αδ δ θ

ω

+

= +

+

= +

∑

Λ =
 + − ∏

                          (2.3) 

注意到 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

, 1
, ,

, 1 1

, , |

, | ,

n n
n n

n n n

a a n
a n a n

a n a n a n

E s E E s

E E s X

ω ω

ω ξ

+ −

+ − + −

 Λ = Λ 
 = Λ 


 

(马氏性) 
其中 ( ), 1

1 1, , , ,n n
n n n n

a a n
a a a n a nX Xξ ξ+ −

+ − + −=  ， ( ) ( )1, 2, ,y y Nδ ⋅ =  是 Kronecker 函数。 

又 
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( )( )

( )
( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

, 1
,

, 1 1 1

, 1 1 1
1 1

, |

e, | ,
1 (e 1)

e, | ,
1 e 1

n n
n

a n y a n a nn n n

n n na nn
n

a n y a n a nn n n

n n na nn
a n a nn n n

a a n
a n

sg X

a n a n a nsg
a n

sg XM

a n a n a nsg
x a n

E E s

E s E X
Q

E s X
Q

α

α

δ δ θ

δ δ θ

θ

ω

ω ξ

ω ξ

+ + +

+

+ + +

+
+ +

+ −

− + − + −

+

− + − + −
= = +

 Λ 
  
  = Λ
  + −  

 
 = Λ  + − 
 

∑



( )
( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

1 1
, 1

1 1

, 1
or

e , ; ,
,

1 e 1

e
,

a n y a n a nn n n
n n n n n

n a nn
a n a nn n n

a n y a n a nn n n
n

n
a n a n a n a nn n n n

N

sg X
N M a n a n a n a n a n

a n sg
x a n

sg X
a

a n
x y x y

Q X x
E s

Q

Q
E s

α

α

δ δ θ

θ

δ δ θ

θ α θ α

ξ θ
ω

ω

+ + +

+
+ +

+ + +

+ + + +

+ + − + − + +
−

= = +

−
= = ≠ ≠

 
 
 
  
 
 = Λ + −  

 
= Λ + ⋅ 

  

∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑
( )

( )

( ) ( )
( )

1 1

, 1

, 1

, ; ,

1 e 1

e 1
,

1 e 1

, .

n n n n

a nn
n

a nn
n n

n a nn
n

n

n a n a n a n a n

sg
a n

sg
a n a n

a n sg
a n

a n

X x

Q

Q Q
E s

Q

E s

θ θ

ω

ω

+

+

+

+ + − + − + +

+

+ +
−

+

−

  
    + −    

 + −  = Λ   + −  
 = Λ   

归纳地，可得 

( ), , 1,
na nE s ωΛ =                                   (2.4) 

由引理 1.1 以及(2.4)，有
( ),log ,

limsup 0 . .na n

n

s
a e

n
ω

→∞

Λ
≤ ，即存在 ( ), ,A s y α ∈ ，使得 ( )( ), , 1P A s y α =

且 

( ) ( ),log ,
lim sup 0 , ,na n

n

s
A s y

n
ω

ω α
→∞

Λ
≤ ∈ 。                     (2.5) 

由(2.3)有 

( ) ( ) ( ) ( ),
1 1

1 1log , log 1 e 1 .
n n

m
n

n n

a n a n
sg

a n y m m m m
m a m a

ss x g Q
n n nαω δ δ θ

+ +

= + = +

 Λ = − + − ∑ ∑           (2.6) 

由式(2.5)及(2.6)，有 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1lim sup log 1 e 1 0 , ,
n n

m

n n

a n a n
sg

y m m m m
n m a m a

s X g Q A s y
n nαδ δ ξ ω α

+ +

→∞ = + = +

   − + − ≤ ∈    
∑ ∑ 。   (2.7) 

设 0s > ，将(2.7)式两边同除以 s ，得 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1lim sup log 1 e 1 0 , ,
n n

m

n n

a n a n
sg

y m m m m
n m a m a

X g Q A s y
n sαδ δ ξ ω α

+ +

→∞ = + = +

   − + − ≤ ∈    
∑ ∑      (2.8) 

由(2.8)与上极限性质 

( ) ( ) ( )lim sup 0 lim sup lim supn n n n n n
n n n

a b a c b c
→∞ →∞ →∞

− ≤ ⇒ − ≤ −  

及不等式 

( ) ( ) 2log 1 , 1 , e 1 e ,xxx x x x x+ ≤ > − − − ≤  
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有 

( ) ( )

( )

( )

( )

1 1

1

1

2

1

1lim sup

1 1lim sup log 1 e 1

1lim sup e 1

1lim sup e , , .

n n

n n

n
m

n

n
m

n

n
m

n

a n a n

m y m m m m
n m a m a

a n
sg

m m m
n m a

a n
sgm

m
n m a

a n
sg

m m
n m a

g X g Q
n

Q g Q
n s

Q sg
n s

s g Q A s y
n

αδ δ ξ

ω α

+ +

→∞ = + = +

+

→∞ = +

+

→∞ = +

+

→∞ = +

 
− 

 

  ≤ + − −   

≤ − −

≤ ∈

∑ ∑

∑

∑

∑

                     (2.9) 

当 0 s b< < 时，由(2.1)及(2.9)，有 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1lim sup , , ,
n n

n n

a n a n

m y m m m m b
n m a m a

g X g Q sC y A s y
n αδ δ ξ α ω α

+ +

→∞ = + = +

 
− ≤ ∈ 

 
∑ ∑          (2.10) 

取 ( )0, , 1, 2,ks b k∈ = ，使 ( )0ks k→ →∞ ，并令 ( ) ( )*
1

, , ,kk
A y A s yα α∞

=
=


，则对所有的 k ，由(2.10)，

有 

( ) ( ) ( ) ( )*

1 1

1lim sup , , , 1, 2, .
n n

n n

a n a n

m y m m m m k b
n m a m a

g X g Q s C y A y k
n αδ δ ξ α ω α

+ +

→∞ = + = +

 
− ≤ ∈ = 

 
∑ ∑      (2.11) 

由于 ( )0ks k→ →∞ ，故由式(2.11)，有 

( ) ( ) ( )*

1 1

1lim sup 0, , .
n n

n n

a n a n

m y m m m m
n m a m a

g X g Q A y
n αδ δ ξ ω α

+ +

→∞ = + = +

 
− ≤ ∈ 

 
∑ ∑              (2.12) 

设 0b s− < < ，在(2.7)两边同除以 s ，类似地对下确界相应地由(2.8)~(2.10)，同理可得 

( ) ( )

( ) ( )

1 1

2

1

1lim inf

1lim inf e , , ,

n n

n n

n
m

n

a n a n

m y m m m mn m a m a

a n
sg

m m bn m a

g X g Q
n

s g Q sC y A s y
n

αδ δ ξ

α ω α

+ +

→∞ = + = +

+

→∞ = +

 
− 

 

≥ ≥ ∈

∑ ∑

∑
                 (2.13) 

取 ( ), 0 , 1, 2,ks b k∈ − = ，使 ( )0ks k→ →∞ ，并令 ( ) ( )* 1
, , ,kk

A y A s yα α∞

=
=


，则对所有的 k ，由(2.13)，

有 

( ) ( ) ( ) ( )*
1 1

1lim inf , ,
n n

n n

a n a n

m y m m m m k bn m a m a
g X g Q s C y A y

n αδ δ ξ α ω α
+ +

→∞ = + = +

 
− ≥ ∈ 

 
∑ ∑          (2.14) 

由于 ( )0ks k→ →∞ ，故由(2.14)，有 

( ) ( ) ( )*
1 1

1lim inf 0 , .
n n

n n

a n a n

m y m m m mn m a m a
g X g Q A y

n αδ δ ξ ω α
+ +

→∞ = + = +

 
− ≥ ∈ 

 
∑ ∑             (2.15) 

令 ( ) ( ) ( )*
*, , ,A y A y A yα α α=  ，由(2.12)，(2.15)有 

( ) ( ) ( )
1

1lim 0 , .
n

n

a n

m y m m mn m a
g X Q A y

n αδ δ ξ ω α
+

→∞ = +

 − = ∈ ∑                  (2.16) 

令 ( )1 1
,N M

y
A A y

α
α

= =
=
 

，注意到 
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

, , , , , , | ,m m m m m m m m m m m m

N M N M

m y m m m m
y y

N M

m y m m m
y

g X X E g X X X

g X g Q

g X Q A

α
α α

α
α

ξ ξ ξ ξ ξ

δ δ ξ

δ δ ξ ω

− − − − − −

= = = =

= =

 −  

= −

 = − ∈ 

∑∑ ∑∑

∑∑

               (2.17) 

由于 ( ) 1P A = ，故由(2.16)，(2.17)知(2.2)成立。证毕。 
作为定理 2.1 的推论，推论 2.2 给出了马氏环境中马氏信源广义相对熵密度的一个极限定理，推论

2.3 给出了关于任意马氏环境中马氏信源均成立的一个极限结果。 
推论 2.2 设 X



是马氏环境ξ


中的马氏链，其中ξ


的一步转移函数为 ( ),nK θ α ， X


的一步转移函数为

( ); ,P x yθ ， ( ),na nf ω 是由式(1.4)定义的相对熵密度，则有 

( ) ( ) ( ), 1 1 1 1
1 1 1

1lim , ; , log , ; , 0 . .
n

n
n

a n N M

a n m m m m m mn m a y
f Q X y Q X y a e

n α
ω ξ α ξ α

+

− − − −→∞ = + = =

 
+ = 

 
∑ ∑∑       (2.18) 

证明：由于
( ) ( ) ( )log , log ,

1 1e e ,a a a an n n n
n

q X q xN M
axE q x MN

ξ θ

θ θ−

= =
= ⋅ =∑ ∑ ，由引理 1.1，得 

( )1lim log , 0 . .a a an n nn
q X a e

n
ξ

→∞
=                            (2.19) 

在定理 2.1 中令 ( ) ( )1 1 1 1
1, , , log , ; , ,
2m m m m m mg X y Q X y bξ α ξ α− − − −= − = ，则有 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1 1 1
1 1 1

1 1 1 1 1 1
1 1 1

, 1 1

1 , , , , , , , ; ,

log , ; , , , , log , ; ,

1 1log , , ; ,

n

n

n

n

a n N M

m m m m m m m m m m m
m a y

a n N M

m m m m m m m m m m m
m a y

a a a a n m m mn n n n

g X X g X y Q X y
n

Q X X Q X y Q X y

q X f Q X y
n n

α

α

ξ ξ ξ α ξ α

ξ ξ ξ α ξ α

ξ ω ξ

+

− − − − − −
= + = =

+

− − − − − −
= + = =

− −

 
− 

 
 

= − − 
 

= + +

∑ ∑∑

∑ ∑∑

( ) ( )1 1
1 1 1

log , ; , .
n

n

a n N M

m m m
m a y

Q X y
α

α ξ α
+

− −
= + = =
∑ ∑∑

   (2.20) 

由不等式 ( )
1

2 22log 16e , 0 1x x x−≤ < ≤ ，对任意的 ,y α∈ ∈Θ ，有 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

1 log , ; ,2 2
1 , 12

12 22
, 1

1, lim sup max log , ; , , ; , e

1lim sup max log , ; , , ; , 16e .

n m

n

n

n

a n Q x y

m mxn m a

a n

m mxn m a

C y Q x y Q x y
n

Q x y Q x y
n

θ α

θ

θ

α θ α θ α

θ α θ α

+

→∞ = +

+
−

→∞ = +

=   

= ≤  

∑

∑
        (2.21) 

由(2.19)，(2.20)和(2.21)及定理 2.1 知推论成立。证毕。 
推论 2.3 设 X



是马氏环境ξ


中的马氏链， ( ), ,
na nS y α 表示序列 ( ) ( )1 1, , , ,

n n n na a a n a nX Xξ ξ+ + + + 中 ( ),y α

出现的次数，即 

( ) ( ) ( ),
1

,
n

n
n

a n

a n y m m
m a

S y X αα δ δ ξ
+

= +

= ∑                           (2.22) 

则 

( ) ( ),
1 1

1

, 1lim , ; , 0 . ..
n

n

n

a n
a n

m m mn m a

S y
Q X y a e

n n
α

ξ α
+

− −→∞ = +

 
− = 

  
∑                  (2.23) 
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证明: 对固定的 ,y α∈ ∈Θ ，在定理 2.1 中令 ( ) ( ) ( ), , ,m yg x z z αθ ω δ δ ω= ， 1, 2,m = ，则有 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1 1 1
1 1 1

1 1
1 1 1

,
1 1

1

1 , , , , , , , ; ,

1 , ; ,

, 1 , ; , .

n

n

n

n

n
n

n

a n N M

m m m m m m m m m m m
m a y

a n N M

y m m y m m m m m
m a y

a n
a n

m m m
m a

g X X g X z Q X z
n

X X Q X z
n

S y
Q X y

n n

α

α α
α

ξ ξ ξ ω ξ ω

δ δ ξ δ δ ξ ξ ω

α
ξ α

+

− − − − − −
= + = =

+

− −
= + = =

+

− −
= +

 
− 

 
 

= − 
 

= −

∑ ∑∑

∑ ∑∑

∑

        (2.24) 

易知 ( ) ( ) ( ), ; ,m yg x z z αθ ω δ δ ω= 满足条件(2.1)，故由定理 2.1 与(2.24)，知推论成立。证毕。 
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