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Abstract 
Two new inclusion regions of eigenvalue different from 1 of stochastic matrices are given by using 
the α-eigenvalue inclusion theorem and the theory of modified matrices; and two new sufficient 
conditions of stochastic matrices nonsingular are obtained. Numerical examples are given to show 
that the existing results are improved in some cases. 
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摘  要 

利用α-型特征值包含定理及修正矩阵，给出随机矩阵两个新的非1特征值包含区域，并由此得到随机矩
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阵非奇异的两个新的充分条件。数值例子表明，在某些情况下所得结果改进了几个已有结果。 
 
关键词 

随机矩阵，α1-矩阵，非1特征值，α-型特征值包含定理 

 
 

1. 引言 
随机矩阵是行和为 1 的非负矩阵，其定义如下： 
定义 1.1：设非负矩阵 n n

ijA a R × = ∈  的所有行和等于 1，即 

( ) { }
1

1, 1, 2, ,
n

i ij
j

R A a i N n
=

= = ∀ ∈ =∑   

则称 A 为(行)随机矩阵。 
随机矩阵及其特征值定位在诸如计算机辅助设计、有限 Markov 过程等领域都有着重要的应用。由非

负矩阵的 Perron-Frobenius 定理[1] [2]知，1 是任何随机矩阵的主特征值，且 ( )T1,1, ,1 ne R= ∈ 是其对应

的一个特征向量。因此对于随机矩阵的特征值定位问题，只需对其所有非 1 特征值进行定位即可。为了

更精确的定位随机矩阵的特征值，LJ. Cvetkovic 等在文[3]中引入修正矩阵的概念，并将著名的 Gersgorin
圆盘定理[4]应用于修正矩阵，得到如下随机矩阵特征值定位定理。 

定理 1.2 [3] [5]：设 n n
ijA a R × = ∈  为随机矩阵， ( )Aσ 表示 A 的谱， ( )trace A 为 A 的迹。若

( ) { }\ 1Aλ σ∈ ，则 

( ) ( ) ( ){ }: 1 1sto A z C z trace A nλ γ γ∈Θ = ∈ − ≤ − + −  

其中 ( )( )
1
max ii ii n

a l Aγ
≤ ≤

= − , ( )
{ }\

mini kik N i
l A a

∈
= , ( ) ii

i N
trace A a

∈

= ∑ 。 

Shen 等在文[6]中通过给出随机矩阵非奇异的三个充分条件，得到了随机矩阵非 1 实特征值的三个包

含集。随后，Li 等在文[7]中推广了 Shen 的结果，得到如下定理。 
定理 1.3 [7]：设 n n

ijA a R × = ∈  为随机矩阵。若 ( ) { }\ 1Aλ σ∈ ，则 

( ) ( ) ( ){ }:stol
ii i i

i N
A z C a z l A cl Aλ

∈
∈Γ = ∈ − − ≤  

其中 ( )il A 同定理 1.2， ( ) ( )
{ }\

i ki i
k N i

cl A a l A
∈

= −∑ 。 

定理 1.4 [7]：设 n n
ijA a R × = ∈  为随机矩阵。若 ( ) { }\ 1Aλ σ∈ ，则 

( )
,

stol stol
ij

i j N
j i

B A Bλ
∈
≠

∈ =   

其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }:stol
ij ii i jj j i jB A z C a z l A a z l A cl A cl A= ∈ − − − − ≤ 。 

对于矩阵特征值定位，人们总是力求用尽可能少的计算量得到较为精确的特征值包含区域，但现有的

结果还远远没有达到研究者们的期望，因此有必要继续对其进行研究与探索。本文利用α-型特征值包含定

理及修正矩阵，研究随机矩阵非 1 特征值新的包含区域，然后利用其给出随机矩阵非奇异的两个充分条件。 

2. 随机矩阵新的非 1 特征值包含定理 

为下文叙述和证明的方便，首先给出一些定义，引理和定理。 
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定义 2.1 [8]：设 n n
ijA a C × = ∈  ，如果存在 [ ]0,1α ∈ 使 

( ) ( ) ( )T1ii i ia r A r Aα α> + − , i N∀ ∈  

其中 ( )
{ }\

i ij
j N i

r A a
∈

= ∑ ，则称 A 为α1-矩阵。 

定理 2.2 [8]：若 n n
ijA a C × = ∈  为α1-矩阵,则 A 是非奇异的。 

定理 2.3 [8]：(α-型特征值包含定理)：设 n n
ijA a C × = ∈  ，则 

( ) ( ) ( )
0 1

i
i N

A A Aα

α
σ

≤ ≤ ∈
⊆ Γ = Γ   

其中 ( ) ( ) ( ) ( ){ }T: 1i ii i iA z C z a r A r Aα α αΓ = ∈ − ≤ + − ， i N∀ ∈ 。 

引理 2.4 [3] [7]：设 n n
ijA a R × = ∈  为随机矩阵， ( )T

1 2, , , nd d d d=  为任一 n 维实向量。若

( ) { }\ 1Aλ σ∈ ，则 λ 为修正矩阵 TB A ed= − 的特征值。因而若 B 是非奇异的，则 A 是非奇异的。 

下面给出随机矩阵非 1 特征值的两个新的包含定理。 
定理 2.5：设 n n

ijA a R × = ∈  为随机矩阵，若 ( ) { }\ 1 ,Aλ σ∈ 则 

( ) ( )
0 1

i
i N

A Aα

α
λ

≤ ≤ ∈
∈Φ = Λ   

其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }: 1i ii i iA z C a A z A Aα β αγ α ϕΛ = ∈ − − ≤ + − ， ( ) ( )
1

n

i
i

A p A nβ
=

= ∑ , 

( ) mini ijj i
p A a

≠
= , ( ) ( )i ij

j i
A a Aγ β

≠

= −∑ , ( ) ( )i ki
k i

A a Aϕ β
≠

= −∑  

证明：令 TB A ed= − ，其中 ( ) ( ) ( )( )T
, , ,d A A Aβ β β=  。则有 

( )ij ijb a Aβ= − , ,i j N∀ ∈                                (2.1) 

于是 

( ) ( ) ( )i ij ij i
j i j i

r B b a A Aβ γ
≠ ≠

= = − =∑ ∑                           (2.2) 

( ) ( ) ( )T
i ki ki i

k i k i
r B b a A Aβ ϕ

≠ ≠

= = − =∑ ∑                          (2.3) 

设 ( ) { }\ 1Aλ σ∈ ，由引理 2.4 得 ( )Bλ σ∈ ，由定理 2.3 知 

( )
0 1

i
i N

Bα

α
λ

≤ ≤ ∈
∈ Γ   

其中 ( ) ( ) ( ) ( ){ }T: 1i ii i iB z C b z r B r Bα α αΓ = ∈ − ≤ + − ， i N∀ ∈ 。 

又由(2.1)，(2.2)，(2.3)得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ): 1i ii i i iB z C a A z A A Aα αβ αγ α φΓ = ∈ − − ≤ + − = Λ , i N∀ ∈  

因此结论成立。 
定理 2.6：设 n n

ijA a R × = ∈  为随机矩阵，若 ( ) { }\ 1Aλ σ∈ ，则 

( ) ( )
0 1

i
i N

A Aα

α
λ

≤ ≤ ∈
∈Τ = Ω   

其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }: 1i ii i iA z C a A z A Aα ω ακ α δΩ = ∈ − − ≤ + − ， 
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( ) ( )trace A
A

n
ω = , ( ) ( )i ij

j i
A a Aκ ω

≠

= −∑ , ( ) ( )i ki
k i

A a Aδ ω
≠

= −∑ . 

证明：令 TB A ed= − ，其中 ( ) ( ) ( )( )T
, , ,d A A Aω ω ω=  ，则有 

( )ij ijb a Aω= − , ,i j N∀ ∈                               (2.4) 

于是 

( ) ( ) ( )i ij ij i
j i j i

r B b a A Aω κ
≠ ≠

= = − =∑ ∑                           (2.5) 

( ) ( ) ( )T
i ki ki i

k i k i
r B b a A Aω δ

≠ ≠

= = − =∑ ∑                          (2.6) 

设 ( ) { }\ 1Aλ σ∈ ,由引理 2. 4 得 ( )Bλ σ∈ ,再由定理 2. 3 知 

( )
0 1

i
i N

Bα

α
λ

≤ ≤ ∈
∈ Γ   

其中 ( ) ( ) ( ) ( ){ }T: 1i ii i iB z C b z r B r Bα α αΓ = ∈ − ≤ + − ， i N∀ ∈ 。 

又由(2.4)，(2.5)，(2.6)得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ): 1i ii i i iB z C a A z A A Aα αω ακ α δΓ = ∈ − − ≤ + − = Ω , i N∀ ∈  

因此结论成立。 

3. 随机矩阵非奇异的两个新充分条件 

本节，我们利用第 2 节所获结果给出随机矩阵非奇异的两个新的充分条件。 
定理 3.1：设 n n

ijA a R × = ∈  为随机矩阵，若存在 [ ]0,1α ∈ ，使得 

( ) ( ) ( ) ( )1ii i ia A A Aβ αγ α ϕ− > + − , i N∀ ∈ , 

则 A 是非奇异的，其中 ( )Aβ ， ( )i Aγ ， ( )i Aϕ 同定理 2.5 

证明：(反证法)假设 A 为奇异矩阵，则有 ( )0 Aσ∈ ，由定理 2.5 得 ( )0 A∈Φ ，即 

对于任意的 [ ]0,1α ∈ ，存在 i N∈ ，使得 

( ) ( ) ( ) ( )1ii i ia A A Aβ αγ α ϕ− ≤ + −  

这与条件矛盾，故 A 是非奇异的。 
定理 3.2：设 n n

ijA a R × = ∈  为随机矩阵，若存在，使得 

( ) ( ) ( ) ( )1ii i ia A A Aω ακ α δ− > + − , i N∀ ∈  

则 A 是非奇异的，其中 ( )Aω ， ( )i Aκ ， ( )i Aδ 同定理 2.6 

证明：(反证法)假设 A 为奇异矩阵，则有 ( )0 Aσ∈ 。由定理 2.6 得 ( )0 A∈Τ ，即 

对于任意的 [ ]0,1α ∈ ，存在 i N∈ ，使得 

( ) ( ) ( ) ( )1ii i ia A A Aω ακ α δ− ≤ + −  

这与条件矛盾，故 A 是非奇异的。 

4. 数值例子 
本节我们应用数值例子对本文所获结果与文[3]和[7]的结果进行比较。下例中统一取 0.5α = 。 
例 4.1：考虑随机矩阵. 



周宝星 等 
 

 
365 

0.3555    0.3467    0.0549    0.0241    0.2188
0.2505    0.1306    0.2424    0.1275    0.2490
0.0797    0.1513    0.2204    0.2640    0.2846
0.0614    0.4011    0.2117    0.2705    0.0553
0.2211    0.05

A =

85    0.4033    0.1871    0.1300

 
 
 
 
 
 
  

. 

将定理 1.2、定理 1.3和定理 2.5分别应用于随机矩阵 A ，经计算得到 A 的非 1特征值包含集 ( )sto AΘ ，

( )stol AΓ 和 ( )AΦ ，其关系如图 1 所示，图中星号表示随机矩阵 A 的特征值，蓝色区域表示 ( )AΦ ，黄色

区域表示 ( )stol AΓ ，绿色区域表示 ( )sto AΘ 。由图 1 知， ( ) ( ) ( )stol stoA A AΦ ⊂ Γ ⊂ Θ ，因此 ( )AΦ 更精确地

定位了随机矩阵 A 的非 1 特征值。 
例 4.2：考虑随机矩阵 

0.1257    0.2074    0.1457    0.2225    0.2987
0.3444    0.2463    0.0289    0.3321    0.0483
0.1341    0.2547    0.1607    0.2957    0.1548
0.1420    0.1507    0.2974    0.2589    0.1510
0.1428    0.15

A =

47    0.3032    0.2991    0.1002

 
 
 
 
 
 
  

. 

将定理 1.2、定理 1.4 和定理 2.5 分别应用于随机矩阵 A ，经计算得到得到 A 的非 1 特征值包含集

( )sto AΘ ， ( )stolB A 和 ( )AΦ ，其关系如图2所示。图中星号表示随机矩阵 A 的特征值，蓝色区域表示 ( )AΦ ，

黄色区域表示 ( )stolB A ，绿色区域表示 ( )sto AΘ 。由图 2 知， ( ) ( ) ( )stol stoA B A AΦ ⊂ ⊂ Θ ，因此 ( )AΦ 更精

确地定位了随机矩阵 A 的非 1 特征值。 
例 4.3：考虑随机矩阵 

0.2373    0.4085    0.0735    0.2807
0.1281    0.3266    0.2438    0.3015
0.3298    0.4202    0.0406    0.2094
0.3611    0.1104    0.3022    0.2263

A

 
 
 =
 
 
 

. 

 

 
Figure 1. The comparison of Φ(A), Γstol(A), Θsto(A) 
图 1. Φ(A)、Γstol(A)、Θsto(A)的比较 
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分别将定理 1.3 和定理 2.5 应用于随机矩阵 A ，经计算得到 A 的非 1 特征值包含集 ( )stol AΓ 和 ( )AΦ ，

其关系如图 3 所示。图中星号表示随机矩阵 A 的特征值，蓝色区域表示 ( )stol AΓ ，黄色区域表示 ( )AΦ 。

由图 3 知定理 1.3 所给区域 ( )stol AΓ 和定理 2.5 所给区域 ( )AΦ 互不包含。 
下面我们比较定理 2.5 和定理 2.6。 
例 4.4：利用 MATLAB 代码： 
K=10; A=rand(k,k); A =inv(diag(sum(A')))*A. 
随机产生 100 个随机矩阵，观察其对应非 1 特征值包含集的关系见表 1。表 1 显示绝大部分情况下 

 

 
Figure 2. The comparison of Φ(A), Bstol(A), Θsto(A) 
图 2. Φ(A)、Bstol(A)、Θsto(A)的比较 

 

 
Figure 3. The comparison of Γstol(A) and Φ(A) 
图 3. Γstol(A)和 Φ(A)的比较 
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Table 1. The comparison of Φ(A) and T(A) 
表 1. Φ(A)和 T(A)的比较 

( )AΦ 与 ( )AΤ 包含关系 ( ) ( )A AΤ ⊆ Φ  ( ) ( )A AΦ ⊆ Τ  二者互不包含 

个数 85 3 12 

 
Table 2. The comparison of T(A), Γstol(A) and Bstol(A) 
表 2. T(A)和 Γstol(A)、Bstol(A)的比较 

( )AΤ 与 ( )stol AΓ 的包含情况 ( ) ( ) ( ) ( ),stol stolA A A AΤ ⊄ Γ Γ ⊄ Τ  ( ) ( )stolA AΤ ⊂ Γ  

个数 2 98 

( )AΤ 与 ( )stolB A 的包含情况 ( ) ( ) ( ) ( ),stol stolA B A B A AΤ ⊄ ⊄ Τ  ( ) ( )stolA B AΤ ⊂  

个数 1 99 

 

定理 2.6 给出的特征值包含区域比定理 2.5 给出的特征值包含区域更精确。 
例 4.5：为了进一步的探讨 ( )AΤ 和 ( )stol AΓ 、 ( )stolB A 的关系，利用 MATLAB 代码： 

K=10; A =rand(k,k); A =inv(diag(sum(A')))*A. 
随机产生 100 个随机矩阵，考察其对应的非 1 特征值包含集的关系及其个数见表 2。表 2 显示绝大

部分情况下定理 2.6 给出的特征值包含区域比文献[7]所给的特征值包含区域更精确。 
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