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Abstract 
A Brauer-type set with n parameters is given to localize all eigenvalues different from 1 for sto-
chastic matrices, and an upper bound for the moduli of the subdominant eigenvalues of a stochas-
tic matrix is obtained by using this set. Numerical examples are given to illustrate that the pro-
posed set by taking proper parameters is better than the sets obtained from some existing litera-
tures. 
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摘  要 

本文给出了随机矩阵非1特征值的一个含有n个参数的Brauer型定位集，并应用此定位集得到了随机矩阵

次占优特征值模的一个新上界。文中数值算例表明通过适当选取参数，该文所得集合对随机矩阵非1特
征值的定位优于一些现有文献中所给集合。 
 
关键词 

随机矩阵，特征值定位集，次占优特征值 

 
 

1. 引言 

随机矩阵及其特征值定位在诸如计算机辅助设计、人口流动模型、有限马尔可夫过程等领域都有着

重要应用[1] [2] [3]，其定义如下： 
定义 1：设 n n

ija R × = ∈ A 为非负矩阵。若它的所有行和都为 1，即 

{ }
1

1,   1, 2, ,
n

ij
j

i N na
=

= ∀ =∈∑   

则称 A 为(行)随机矩阵。 
由著名的 Perron-Frobenius 定理[4]知，1 是随机矩阵的模最大特征值，称为占优特征值，且

( )T1,1, ,1 ne R= ∈ 是其对应的一个特征向量。设 ( )λ σ∈ =A {λ λ 为矩阵 A 的特征值}，若对任意

( )η σ∈ A ， 1η ≠ 且η λ≠ ，都有1 λ η> > ，则称 λ 是随机矩阵 A的次占优特征值。 

由于随机矩阵的次占优特征值在随机过程收敛速度的估计中有重要作用，因此定位随机矩阵的非 1
特征值或估计次占优特征值的模具有重要意义。Li 等在[5]中应用 

( ) ( ) ( ) { }

( ) { } ( )

,

,

1max ,  min ,  max 0, min ,
2

1 1max ,  
2 1

i ji i ji i ki mij i k m ij i
k m

i ki mi i jik m i j ik m

L a l a a a

V a a a
n

v

q

≠ ≠≠
≠

≠ ≠≠

  = = = + 
  

= + =
− ∑

A A A

A A

 

和著名的 Brauer 矩阵特征值定位集，给出了下面五个随机矩阵非 1 特征值定位集。 
定理 2 [5]：设 n n

ija R × = ∈ A 为随机矩阵。若 ( ) { }\ 1λ σ∈ A ，则 

( )

( ) ( ){ ( ) ( ) ( )}( )
( )

( ) ( ){ ( ) ( ) ( )}( )
( )

( ) ( ){ ( ) ( ) ( )}( )

stol

stol

,

stov

stov

,

stoq

stoq

,

: ;

: ;

: ;

ij ii i jj j i j
i j N
j i

ij ii i jj j i j
i j N
j i

ij ii i jj j i j
i j N
j i

z C a z l a z l Cl A Cl

z C a z v a z v Cv A Cv

z C a z q a z q A Cq Cq

λ Β

Β

λ Β

Β

λ Β

Β

∈
≠

∈
≠

∈
≠

∈

= = ∈ − − − − ≤

∈

= = ∈ − − − − ≤

∈

= = ∈ − − − − ≤

A

A A A A

A

A A A A

A

A A A A
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其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 ,

,

3 2 .

i ji i i i
j i

i ji i
j i

i ji i i i i
j i

Cl a l C n l

Cq a q

Cv a v C n v l

≠

≠

≠

= − = − −

= −

= − = − − −

∑

∑

∑

A A A A

A A

A A A A A

 

定理 3 [5]：设 n n
ija R × = ∈ A 为随机矩阵。若 ( ) { }\ 1λ σ∈ A ，则 

( )

( ) ( ){ ( ) ( ) ( )}( )
( )

( ) ( ){ ( ) ( ) ( )}( )

stoL

stoL

,

stoV

stoV

,

: ;

: ;

ij i ii j jj i j
i j N
j i

ij i ii j jj i j
i j N
j i

z C L a z L a z CL CL

z C V a z V a z CV CV

λ Β

Β

λ Β

Β

∈
≠

∈
≠

∈

= = ∈ − + − + ≤

∈

= = ∈ − + − + ≤

A

A A A A A

A

A A A A A





 

其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 ,

3 2 .

i i ji i i
j i

i i ji i i i
j i

CL L a n L C

CV V a n V L C
≠

≠

= − = − −

= − = − + −

∑

∑

A A A A

A A A A A
 

注意到 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,i i i i il v q L VA A A A A 都在区间 min , maxij ijj i j i
a a

≠ ≠

 
  

上，自然要问：在该区间上可否选

择其它值使得用其得到随机矩阵非 1 特征值的 Brauer 型定位集更为精确？本文就来讨论该问题，在第二节

给出随机矩阵非 1 特征值的一个含有 n 个参数的 Brauer 型定位集，当这些参数分别取 ( ) ( ) ( ), , ,i i il v qA A A

( ) ( ),i iL VA A 时，该集合就分别成为定理2中的 ( ) ( ) ( )stol stov stoq, ,Β Β ΒA A A 和定理3中的 ( ) ( )stoV stoL,Β ΒA A 。

在第三节应用该集合给出随机矩阵次占优特征值模的一个上界。 

2. 随机矩阵非 1 特征值的含有 n 个参数的 Brauer 型定位集 

本节我们给出一个新的随机矩阵非 1 特征值定位集。为讨论方便，先给出如下引理。 
引理 4 [6]：设 n n

ija R ×  ∈ A = 为随机矩阵， ( ) { }\ 1µ σ∈ A ，则对任意的 [ ]T1 2, , , n
nd d d d R= ∈ ， µ−

是矩阵 Ted= −B A 的特征值。 
设 n n

ija R ×  ∈ A = ， [ ]0,1iα ∈ ，取向量 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2
T

1 2 ,, , ,i i n
i nd L L L L Lα α αα α = =  A A A A A ,                    (1) 

记 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 max 1 min ,i
i i i i i i ji i jij ij i

j Nj N

L L l a a Niα α α α α
≠≠
∈∈

∈= + − = + − ∀A A A 。 

定理 5：设 n n
ija R × = ∈ A 为随机矩阵。若 ( ) { }\ 1λ σ∈ A ，则对任意的 ( )1, , nα α α=  ， [ ]0,1iα ∈ ，

i N∈ 有 

( ) ( )stoα stoα

,
ij

i j N
i j

λ Β Β
∈

≠

∈ =A A


, 
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其中 

( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) ( ) ( )}

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

stoα : 1

                     1

1 .

ji

i i

ij i i i i ii

j j j i jj i j

i i ji i i i i ji
j i j i

z C L l a z

L l a z CL CL

CL L a L l a

αα

α α

Β α α

α α

α α
≠ ≠

= ∈ + − − +

+ − − + ≤

= − = + − −∑ ∑

A A A

A A A A

A A A A

               (2) 

证明：令 ( )1, , nα α α=  ，记 
T j

ijB ed A bαα  = − =   , 

其中 

( ) ( ) ( ) ( )1 2
T

1 2 ,, ,i n
nd L L L Lα αα α = =  A A A A . 

设 ( ) { }\ 1λ σ∈ A ，由引理 4 知 ( )Bαλ σ− ∈ 。再由 Brauer 矩阵特征值定位定理[7]得 

( ) ( ){ }
,

: ji
ii jj i j

i j N
i j

z C b z b z C B C Bαα α αλ
∈

≠

− ∈ ∈ − − ≤


， 

即 

( ) ( ){ }
,

: ji
ii jj i j

i j N
i j

z C b z b z C B C Bαα α αλ
∈

≠

∈ ∈ + + ≤


。 

由于对每个 i N∈  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 ,

.

i i

i i

ii i ii i i i i ii

i i ji i
j i

b L a L l a

C B L a CL

α α

α αα

α α

≠

= − = + − −

= − =∑
A A A

A A  

故 

( ) ( ) ( ){ }stoα : ji
ij ii jj i jz C b z b z C B C Bαα α αΒ = + + ≤∈A . 

于是 

( ) ( )stoα stoα

,
ij

i l N
i j

λ Β Β
∈
≠

∈ =A A


 

                              ■ 
例 1：考虑由 MATLAB 代码 

( ) ( )( )( )10;  rand , ;  inv diag sumk A k k A A A′= = = ∗  

生成的 50 个随机矩阵，应用 MATLAB 代码 

( )alpha rand 1, k=  

产生向量 ( )1 10, ,α α α=  ，其中 [ ]0,1 ,  1, 2, ,10i iα ∈ =  。并对 ( )stoαΒ A 和 ( )stolΒ A 作图，得出它们的包含

关系(见表 1)。由表 1 知，其中有 40 个 ( ) ( )stoα stolΒ Β⊂A A ，9 个 ( ) ( )stoα stolΒ Β⊄A A ， ( ) ( )stol stoαΒ Β⊄A A ，

1 个 ( ) ( )stol stoαΒ Β⊂A A 。此表 1 表明定理 5 中得到的集合 ( )stoαΒ A 在大多数情况下含于 Li 等在[5]中所给

的集合 ( )stolΒ A 之中。 
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Table 1. The comparisons of ( )stoαΒ A  and ( )stolΒ A  

表 1. ( )stoαΒ A 与 ( )stolΒ A 比较表 

( )stoαΒ A 与 ( )stolΒ A  
包含情况 

( ) ( )stoα stolΒ Β⊄A A  

( ) ( )stol stoαΒ Β⊄A A  
( ) ( )stol stoαΒ Β⊂A A  ( ) ( )stoα stolΒ Β⊂A A  

矩阵个数 9 1 40 

矩阵序号 1,5,12,13,14,15,16,31,45 49 其它 

 
 

注：(I) 当取 1iα = ， i N∀ ∈ 时， ( ) ( )i
i iL Lα =A A 且 ( ) ( )i

i iCL CLα =A A ，这时定理 5 中的 ( )stoαΒ A 就

是定理 3 中的 ( )stoLΒ A 。 

(II) 当取
( ) ( )
( ) ( ) [ ]0,1i i

i
i i

V l
L l

α
−

= ∈
−

A A
A A

， i N∀ ∈ 时， ( ) ( )i
i iL Vα =A A 且 ( ) ( )i

i iCL CVα =A A ，这时定理 5

中的 ( )stoαΒ A 就是定理 3 中的 ( )stoVΒ A 。 

(III) 当取
( ) ( )
( ) ( ) [ ]0,1i i

i
i i

q l
L l

α
−

= ∈
−

A A
A A

， i N∀ ∈ 时， ( ) ( )i
i iL qα =A A 且 ( ) ( )i

i iCL Cqα =A A ，这时定理 5

中的 ( )stoαΒ A 就是定理 2 中的 ( )stoqΒ A 。 

(IV) 当取
( ) ( )
( ) ( ) [ ]0,1i i

i
i i

v l
L l

α
−

= ∈
−

A A
A A

， i N∀ ∈ 时， ( ) ( )i
i iL vα =A A 且 ( ) ( )i

i iCL Cvα =A A ，这时定理 5

中的 ( )stoαΒ A 就是定理 2 中的 ( )stovΒ A 。 

(V) 当取 0iα = ， i N∀ ∈ 时， ( ) ( )i
i iL lα =A A 且 ( ) ( )i

i iCL Clα =A A ，这时定理 5 中的 ( )stoαΒ A 就是定

理 2 中的 ( )stolΒ A 。 
因此，定理 5 是定理 2 及定理 3 的推广和改进。同时，由定理 5 易得下面结果。 
定理 6：设 n n

ija R × = ∈ A 为随机矩阵，若 ( ) { }\ 1λ σ∈ A ，则 

[ ] ( )
[ ]

( )0,1 stoα

0,1i
i N
α

λ Β Β
∈

∈

∈ =


A A  

且 
[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0,1 stoL stoV stoq stov stolΒ Β Β Β Β Β⊆    A A A A A A  

由于该定理中的集合 [ ] ( )0,1Β A 涉及无穷多个参数α ，不易得到。在实际中，可选取特殊的参数α 来

获得 [ ] ( )0,1Β A 的近似集，下面我们用数值算例来进行说明。 

例 2. 考虑例 1 中的第 31 个随机矩阵 A，由表 1 知 

( ) ( )stol stoαΒ Β⊄A A 且 ( ) ( )stoα stolΒ Β⊄A A 。 

此包含关系也可见图 1。进一步，通过 MATLAB 代码 

( )alpha rand 1,10=  

生成 3 个参数向量 
( ) [ ]1 0.0759,0.0540,0.5308,0.7792,0.9340,0.1299 , 0.5688,0.4694,0.0119,0.3371α = , 
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( ) [ ]2 0.1622,0.7943,0.3112,0.5285,0.1656,0.6020,0.2630,0.6541,0.6892,0.7482α = , 

( ) [ ]3 0.4505,0.0838,0.2290,0.9133,0.1524,0.8258,0.5383,0.9961,0.0782,0.4427α = 。 

由定理 6 知，对任意 ( ) { }\ 1λ σ∈ A ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3stoα stoα stoαB B Bλ ∈
 

A A A 。 

图 2 给出了
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3stoα stoα stoαB B B

 

A A A 。由图 2 知 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3stoα stoα stoα1 B B B∉
 

A A A , 

且 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1 2 30,1 stoα stoα stoα stolB B B B B⊆ ⊂

 

A A A A A  

 

 

Figure 1. ( ) ( )stoα stolΒ Β⊄A A  and ( ) ( )stol stoαΒ Β⊄A A  

图 1. ( ) ( )stoα stolΒ Β⊄A A 且 ( ) ( )stol stoαΒ Β⊄A A  
 

 

Figure 2. 
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
1 2 3

stoα stoα stoα stolB B B B  ⊂ 
 

 

A A A A  

图 2. 
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
1 2 3

stoα stoα stoα stolB B B B  ⊂ 
 

 

A A A A  
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该例表明，通过适当的选择参数α (不必太多)，可得到比[5]中 ( )stolΒ A 更小的特征值包含集 [ ] ( )0,1Β A
的近似。 

下面应用定理 5 (或定理 6)给出随机矩阵的一个非奇异条件。 
定理 7：设 n n

ija R × = ∈ A 为随机矩阵，若存在 ( )1, , nα α α=  ， [ ]0,1iα ∈ 使 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

, ,

ji
i i i i ii j j j j jj i jL l a L l a CL CL

i j N i j

ααα α α α+ − − + − − >

∀ ∈ ≠

，A A A A A A
             (3) 

则 A 是非奇异的。 
证明：我们用反证法来证明。假若 A是奇异的，则 ( )0 σ∈ A 。由定理 5 知，对任意的 [ ]0,1iα ∈ ，i N∈

有 

( ) ( )stoα stoα

,
0 ij

i j N
i j

Β Β
∈

≠

∈ =


A A  

因此，存在 0 0,i j N∈ ， 0 0i j≠ 使得 

( )
0 0

stoα0 i jΒ∈ A  

即对任意的 [ ]
0 0
, 0,1i jα α ∈ 有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0
0 0

1 1

i j

i i i i i i j j j j j j

i j

L l a L l a

CL CLα α

α α α α+ − − + − −

≤

A A A A

A A
 

这与(3)矛盾，故 A是非奇异的。 

3. 随机矩阵次占优特征值模的一个上界 

作为定理 5 的应用，下面我们给出随机矩阵次占优特征值的模的一个新上界。 

定理 8：设 n n
ija R × = ∈ A 为随机矩阵，若 ( ) { }\ 1λ σ∈ A ，则 

[ ] ( )0,1λ ρ≤ A ， 

其中 

[ ] ( )
[ ]

( )2

0,1

, 0,1,
max min

4 2
ji

i j

ii jj ii jj
i ji j N

i j

b b b b
CL CLαα

α α
ρ

∈∈
≠

 − + = + + 
 
 

A                   (4) 

这里 

( ) ( ) ( )1ii i i i i iib L l aα α= + − −A A  

( )i
iCLα A 同(2)。 
证明：令 

( ) ( )2

, ,
4 2

jiii jj ii jj
i j i j i j

b b b b
f CL CLααα α

− +
= + +  

其中 

( ) ( ) ( )1i
i i i i i ji

j i
CL L l aα α α

≠

= + − −∑ A A ， ( ) ( ) ( )1ii i i i i iib L l aα α= + − −A A  
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则每一个 ( ), , ,  ,i j i jf i j Nα α ∈ , i j≠ 都是 ,i jα α 在[0,1]上的连续函数，故存在 [ ], 0,1i jα α ∈  ，使得 

( )
[ ]

( )
,

2

, 0,1
, min , ,

4 2
ji

i j

ii jj ii jj
i j i j i j

b b b b
f CL CL i j N i jαα

α α
α α

∈

 − + = + + ∀ ∈ ≠ 
 
 

  ， ，              (5) 

对于这些 [ ], 0,1i jα α ∈  由定理 5 知 

( ) ( )stoα stoα

,
ij

i j N
i j

B Bλ
∈

≠

∈ = 



A A  

因此，存在 0 0,i j N∈ 使得 

( )stoα
ijBλ ∈  A  

即 

( ) ( )0 0
0 0 0 0 0 0

i j
i i j j i jb b CL CLα αλ λ+ + ≤

 

  A A  

故 

( ) ( )0 0 0 0 0 0 0 00 0
0 0 0 0 0 0

2

, ,
4 2

i ji i j j i i j j
i j i j i j

b b b b
CL CL fα αλ α α

− +
≤ + + =

 

 

 

   

又由(4)式得 

[ ]

( )0 0 0 0 0 0 0 00 0
0 0

0 0

2

, 0,1
min

4 2
i j

i j

i i j j i i j j
i j

b b b b
CL CLα α

α α
λ

∈

 − + ≤ + + 
 
 

 

故 

[ ]

( ) [ ] ( )
2

0,1

, 0,1,
max min

4 2
ji

i j

ii jj ii jj
i ji j N

i j

b b b b
CL CLαα

α α
λ ρ

∈∈
≠

 − + ≤ + + = 
 
 

A  

                                                            ■ 
下面用一个数值例子说明定理 8 所给(4)式是有效的。 

例 3. 考虑随机矩阵 

0.5244    0.4536    0.0220
0.6238    0.1437    0.2325
0.3427    0.6169    0.0403

 
 =  
  

A  

经计算 A的特征值为 1，0.1018，−0.3934。取 ( )0.5,0.5,0.5α = ，应用定理 8 所给(4)式计算得 A的次占优

特征值−0.3934 的模的一个上界为 0.4797。此上界与次占优特征值的模 0.3934 较为接近。 
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