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Abstract 

Let mB  be the unit ball in the m dimensional complex Euclidean space mC , in this paper using 
the Bergman metric of m nB B×  and irreducibility of a polynomial 21 z− , we obtain the holo-

morphic automorphism group of a product m nB B×  of the unit balls again. 
 

Keywords 
Holomorphic Automorphisms, Bergman Metric Matrices, Unit Balls 

 
 

关于单位球的乘积 m nB B× 的全纯自同构群的

注记 

付  欢，陈  谍，张永红，冯志明* 

乐山师范学院数学与信息科学学院，四川 乐山 
 

 
收稿日期：2017年3月11日；录用日期：2017年3月27日；发布日期：2017年3月30日 

 
 

 
摘  要 

设 mB 是m维复欧式空间 mC 的单位球，本文利用 m nB B× 的Bergman度量方阵和实多项式
21 z− 的不可
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约性，重新得到了单位球的乘积 m nB B× 的全纯自同构群 ( )Aut m nB B× 。 
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1. 引言 

设 ,m n 为正整数， m维复欧氏空间 mC 的单位球 mB 和单位球 mB 与 nB 的乘积分别定义为 

( ){ }22
1 1, , : 1mm m

m jjB z z z C z z
=

= = ∈ = <∑� ,                     (1.1) 

( ){ }, : ,m n m n m nB B z z w C z B w B+× = = ∈ ∈ ∈ ,                      (1.2) 

这里 ( )"Aut "mB 为域 mB 的全纯自同构群，即 mB 的双全纯自映射按映射符合运算构成的群，同样

( )Aut m nB B× 表示域 m nB B× 的全纯自同构群。 
对 mB 的自同构群，有以下熟知的结果，其证明细节可参考[1]和[2]。 
引理 1.1  设 ( )Aut mBψ ∈ ，则存在唯一的 ma B∈ 和唯一的 m阶酉矩阵U ，使得 

( ) ( ) , m
az z U z Bψ ψ= ∈                                (1.3) 

其中 

( )

2 †

2

†

11
1 1

1

m

a

a z a I a a
a

z
za

ψ

 
 − − +
  + − =

−
,                      (1.4) 

这里符号 mI 表示 m阶单位矩阵， †a 表示 a 的共轭转置。 
对单位球的乘积的自同构群有许多研究，如[3]和[4]，在本文中我们使用[5]和[6]的方法，即用 Bergman

核和 Bergman 度量方阵在全纯自同构下的变换公式重新证明了以下定理 1.2，在证明中还使用了实多项式
21 z− 在实数域上的多元多项式环上是不可约这一性质。 

定理 1.2  设 ( )Aut m nF B B∈ × ，则存在 ( )1 Aut mBψ ∈ ， ( )2 Aut nBψ ∈ ，使得 
i) 当 m n≠ 时，有 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 2, , , , m nF z w z w z w B Bψ ψ= ∈ × ,                       (1.5) 

即 

( ) ( ) ( )Aut Aut Autm n m nB B B B× = × . 

ii) 当 m n= 时，有 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 2, , , , m mF z w z w z w B Bψ ψ= ∈ × ,                       (1.6) 
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或 

( ) ( ) ( )( ) ( )2 1, , , , m mF z w w z z w B Bψ ψ= ∈ × ,                       (1.7) 

即 

( ) ( ) ( )( ) 2Aut Aut Autm n m mB B B B S× = × × , 

这里 2S 表示二阶置换群。 

2. 定理 1.2 的证明 

在定理 1.2 的证明过程中，我们要用到 mB 的 Bergman 核以及 Bergman 度量方阵，为方便我们先叙述

这些结论，其证明细节可参考[2]，[7]和[8]。 
引理 2.1  单位球 mB 的 Bergman 核可表示为 

( )
( ) 12

! 1;
1

m m mB

mK zz
zπ +=

−
, 

于是 Bergman 度量方阵为 

( ) ( )
( )

2
†

2 22

1; 1
1 1

m mB
t

K Iz z m z z
z z z z

 
∂  = + + ∂ ∂ − −

 

, 

这里符号

2
mB

t

K
z z

∂

∂ ∂
表示矩阵

2

, 1

m

i jz

m

B

z i j

K

=

 ∂
 
 ∂ ∂ 

。 

定理 1.2 的证明 
令 m nD B B= × ，设 F 是 D 到 D 的全纯自同构，则 ( ), m nu v B B∃ ∈ × ，使得 ( ) ( ), 0, 0F u v = 。仿(1.4)

构造 ( )u zϕ 和 ( )v wϕ ，则 : m m
u B Bϕ → 是 mB 的自同构， : n n

v B Bϕ → 是 nB 的自同构。定义 

( ) ( ) ( )( ): , ,m n m n
u vG z w B B z w B Bϕ ϕ∈ × ∈ ×� , 

则G 为 m nB B× 的自同构，且 ( ) ( ), 0, 0G u v = 。 

定义 1H F G−= � ，则 ( ) ( ) ( ) ( )10,0 0 0 , 0,0H F G F u v−= = =� ， ，这表明 H 是把 m nD B B= × 的原点映为

原点的自同构。 
由 Cartan 定理得 H 为线性可逆映射，即 

( ) ( ), , ,H z w z w A=  

其中 

11 12

21 22

.
A A

A
A A

 
=  
 

 

又由 Bergman 核变换公式[8] 

( ) ( ) ( )( )2; ;m n m nB B B B
K Z JH K HZ Z H Z

× ×
= , 

以及 JH t

H A
Z
∂

= =
∂

得 
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( ) ( )2; 0;0m n m nB B B B
K Z Z detA K

× ×
= . 

这表明
2 1detA = ，这里 detA表示 A 的行列式，于是 

( ) ( ) ( )( ); ;m n m nB B B B
K Z Z K H Z H Z

× ×
= ,                         (2.1) 

这里 ( ), m nZ z w B B= ∈ × 。 

令 ( ) ( ) ( )( )1 2,H Z H Z H Z= ，因 m nB B× 的 Bergman 核为 

( ) ( ) ( )
( ) ( )1 12 2

! ! 1 1, : , : ;
1 1

m n m n m n m nB B B B
z w m nK z w z w K z K w

z wπ + + +×
= × =

− −
.          (2.2) 

于是得  

( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 11 1 2 22 2
1 21 1 1 1

m nm n
z w H Z H Z

+ ++ +
− − = − − .                (2.3) 

由(2.2)有 

( )
( )

( )

2

2

2

ln
; 0ln

;
ln

0 ;

m

m n

n

B
t

B B
t

B
t

K
z zK Z ZZ Z

Z Z K
w w

w w

×

 ∂
 ∂ ∂ ∂ =  ∂ ∂ ∂
  ∂ ∂ 

, 

又因 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2

2 1 1
†

2

2 2

ln
; 0ln ;

ln
0 ;

m

m n

n

B
t

B B
t

B
t

K
H Z H ZK H Z H Z z zA A

Z Z K
H Z H Z

w w

×

 ∂
 ∂ ∂ ∂ =  ∂ ∂ ∂
  

∂ ∂ 

, 

以及由引理 2.1 得 

( ) ( )
2 ln

0;0 1mB
mt

K
m I

z z
∂

= +
∂ ∂

, 

这里 †A 表示矩阵 A 的共轭转置。 
所以当 0, 0z w= = 时，有 

( )
( )

( )
( )

†1 0 1 0
0 1 0 1

m m

n n

m I m I
A A

n I n I
 +   + 

=   + +   
.                   (2.4) 

根据(2.3)得 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 12 2 2 2
11 21 12 221 1 1 1

m n m n
z w zA wA zA wA

+ + + +
− − = − + − + .             (2.5) 

现对等式(2.5)分三种情形讨论。 
i) 设 11 0A ≠ ，令 0w = ，则 

( ) ( ) ( )1 1 12 2 2
11 121 1 1

m m n
z zA zA

+ + +
− = − − 。 

因
21 z− 是不可约实多项式，而

2
111 zA− 为非平凡多项式，以及实数域上多项式环为唯一因子整环，
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故 mz B∀ ∈ 有
2

12 0zA = ，即 12 0zA = ，因此有 12 0A = 。 
又由 

( )
( )

( )
( )

† †
11 11 21

†
21 22 22

1 0 0 1 0
0 1 0 1 0

m m

n n

m I A m I A A
n I A A n I A

 +   +   
=     + +      

 

得 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

† †
11 11 11 21

† † †
21 11 21 21 22 22

1 0 1 1
0 1 1 1 1

m

n

m I m A A m A A
n I m A A m A A n A A

  +  + +
=     + + + + +   

, 

即 

( ) ( ) ( )† † † †
11 11 11 21 21 21 22 22, 0, 1 1 1m nA A I A A n I m A A n A A= = + = + + + . 

这表明 11A 为m阶酉矩阵，并且 
†

21 22 220, nA A A I= = . 

此时 

( ) ( ) 11

22

0
, ,

0
A

H z w z w
A

 
=  

 
, 

其中 11 22,A A 为酉矩阵。 
ii) 当 22 0A ≠ 时，仿 i)讨论仍有 

( ) ( ) 11

22

0
, ,

0
A

H z w z w
A

 
=  

 
 

其中 11 22,A A 为酉矩阵。 
iii) 当 11 220, 0A A= = 时，有 

( ) ( ) 12

21

0
, ,

0
A

H z w z w
A

 
=  

 
 

根据(2.4)式得 

( )
( )

( )
( )

†
12 12

†
21 21

1 0 1 0
0 1 0 1

m

n

m I n A A
n I m A A

  +  +
=     + +   

, 

即 

† †
12 12 21 21

1 1,
1 1m n

m nA A I A A I
n m

+ +
= =

+ +
. 

因 12 21,A A 分别 ,m n n m× × 型矩阵，由上式有 m n≤ 且 n m≤ ，得 m n= ，于是 
† †

12 12 21 21,m nA A I A A I= = , 

这表明 12 21,A A 为同阶酉矩阵。 
综上所述，有以下结论。 
1) 当m n≠ 时， 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )11
11 22

22

0
, , ,

0u v u v

A
F z w z w z A w A

A
ϕ ϕ ϕ ϕ

 
= = 

 
, 
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这里 11A ， 22A 分别为 m阶， n 阶酉矩阵，令 

( ) ( ) ( ) ( )1 11 2 22,u vz z A w w Aψ ϕ ψ ϕ= =  

则 1ψ 为 mB 到 mB 的自同构， 2ψ 为 mB 到 mB 的自同构，并且 

( ) ( ) ( )( )1 2, ,F z w z wψ ψ=  

这表明 

( ) ( ) ( )Aut Aut Autm n m nB B B B× = ×  

2) 当m n= 时， 

( ) ( ) 11

22

0
, ,

0
A

H z w z w
A

 
=  

 
 

或 

( ) ( ) 12

21

0
, ,

0
A

H z w z w
A

 
=  

 
 

这里 11 12 21 22, , ,A A A A 为m阶酉矩阵，此时 

( ) ( ) ( )( )11 22, ,u vF z w z A w Aϕ ϕ=  

或 

( ) ( ) ( )( )21 12, ,v uF z w w A z Aϕ ϕ=  

这表明 

( ) ( ) ( )Aut Aut Autm m m mB B B B× ≠ ×  

并且 

( ) ( ) ( )( ) 2Aut Aut Autm m m mB B B B S× = × ×  
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