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Abstract 
The present paper gives an estimate on the non-real eigenvalues for a class of fourth order diffe-
rential operators. Using operator theory and classical analysis, we study the eigenvalue problem 
for indefinite differential operators produced by the signs of weight function, and discuss the cas-
es of many turning points and a turning point for the weight function respectively, then we get the 
estimate on the real and imaginary parts of the non-real eigenvalues. 
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摘  要 

本文研究了一类关于四阶微分算子非实特征值的估计。利用算子理论和经典分析，研究了由权函数变号

产生的不定微分算子的特征值问题，对权函数具有多个拐点时和只有一个拐点的情况分别进行了讨论,
得到非实特征值实部和虚部的估计。 
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1. 引言 

本文考虑四阶边值问题 
( )4 λ+ =y qy wy                                      (1) 

边界条件为 

( ) ( )1 1cos 1 sin 1 0,θ θ ′′′− − − =y y                               (2) 

( )1 0,′ − =y                                        (3) 

( ) ( )2 2cos 1 sin 1 0,θ θ ′′′− =y y                                (4) 

( )1 0,′′ =y                                        (5) 

其中 [ )0, π , 1, 2θ ∈ =j j 。λ 是谱参数， ,q w 都是实值函数，并且 [ ]1 1,1∈ −q L 。当 [ ]1,1∈ −x 时， ( ) 0≠w x  a.e.，

且 ( )w x 在 [ ]1,1− 上改变符号。 [ ]2 1,1−wL 表示所有勒贝格可测函数构成的 Hilbert 空间， [ ]2 1,1∈ −wf L 满足

1 2

1−
< ∞∫ w f 。 

常微分算子谱理论的广泛研究使得算子谱的内容更加丰富，特别是关于特征值的研究取得了许多成

果。自二十世纪以来，研究发现正则不定的 Sturm-Liouville 问题可能具有非实的特征值，对这类非实特

征值实部和虚部的估计至今仍然是一个开放性问题[1] [2]。早在二十世纪初，Haupt，Richardson 等人就

对不定性质的问题进行了讨论[3] [4]。近年来一些学者对不定的 Sturm-Liouville 问题进行了更进一步的研

究。其中一些学者最早对 Richardson 方程 ( ) [ ]sgn , 1,1µ λ′′− − = ∈ −y y x y x 及 Dirichlet 边界条件

( ) ( )1 1 0= − =y y 中非实特征值的存在性进行了研究，之后越来越多的作者对这类问题进行了深入广泛的

研究[5] [6] [7] [8]。对于二阶形式不定的 Sturm-Liouville (S-L)问题，只要其相应的右定问题有负的特征值 

( ) [ ]2: , 0,1 ,τ λ τ′′= − + = ∈ wy py qy w y y L  

( ) ( )
( ) ( )

1 1 1

2 2 2

: cos 0 sin 0 0,

: cos 1 sin 1 0,

θ θ

θ θ

′= − =

′= − =

B y y py

B y y py
 

则二阶不定的 S-L 方程有非实特征值[9] [10]。 
对于正则不定的 Sturm-Liouville 问题，2014 年 Qi 和 Chen 在 Dirichlet 边界条件以及权函数变号一次

或绝对连续的条件下，分离实部和虚部给出了不定问题非实特征值上界的估计[11]。2013，Xie 和 Qi 给
出在具有一般分离型边界条件以及权函数绝对连续或更弱的条件下，通过分离实部和虚部给出了不定

Sturm-Liouville 问题非实特征值的上界估计[12]。同年，Behrndt, Chen, Philipp 和 Qi 得到了权函数可以无

穷次变号的不定 Sturm-Liouville 问题非实特征值的上界估计[13]。 
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许多研究工作已对二阶不定 Sturm-Liouville 问题的非实特征值给出了很好的估计。但是由于对函数

的导数估计上的一些困难，目前对高阶不定微分算子的研究较少。本文拟研究了一类四阶不定微分算子

的非实特征值估计。利用算子理论、经典分析、不等式估计，研究了由权函数变号产生的不定微分算子

的特征值问题，对权函数具有多个拐点时和只有一个拐点的情况分别进行了讨论，给出了非实特征值实

部和虚部的估计。 

2. 正文 

基本符号与引理 

本文中： λ 为边值问题(1)-(5)中的非实特征值，Φ 是对应于特征值 λ 的特征函数，并且这里Φ 满足

( ) [ ]{ }max : 1,1 1Φ ∈ − =x x 。为了描述定理 1 和定理 2，我们给出如下记号，令 

1 1min ,
22 θ

δ
  =  
  qN

 

其中δ 为区间 I的长度， 

[ ] { } 1
1 2 1 1 1

I 1,1 , cot cot , max ,0 , .θ θ θ − − −
⊂ − = + + = − = ∫qN q q q q q   

若 0θ = ，定义 cot 0θ = 。因为 ( ) 0≠w x  a.e.  
我们可以找到 1 0ε > ，使得： 

( ) ( ) [ ] ( ){ }2
1 1 1

1mes , 1,1 : .
8

ε δ ε εΩ ≤ Ω = ∈ − ≤x w x                      (6) 

引理 1. 若 ,λ Φ如上定义，且 1 2 1cot cotθ θ θ −= + +qN q ，则 
1 2

1
.θ

−
′′Φ ≤∫ qN                                       (7) 

证明 在方程 ( )4 λΦ + Φ = Φq w 两边同时乘以Φ ，并且在 [ ]1,1− 上进行积分得到 
( )1 1 14

1 1 1
,λ

− − −
Φ Φ + ΦΦ = ΦΦ∫ ∫ ∫q w  

由分部积分得 

( )
1 1 21

1 1 1

1 1 12 21 1
1 1 1 1 1

,λ

− − −

− − − − −

′′′ ′′′ ′Φ Φ − Φ Φ + Φ

′′′ ′′ ′ ′′ ′′= Φ Φ − Φ Φ − Φ Φ + Φ = Φ

∫ ∫

∫ ∫ ∫

q

q w
 

由边界条件(2)-(5) 知 

( ) ( ) 1 1 12 2 2 2 2
2 1 1 1 1

cot 1 cot 1 ,θ θ λ
− − −

′′Φ − Φ − + Φ + Φ = Φ∫ ∫ ∫q w  

因为 Im 0λ ≠ ，由上式可知
1 2

1
0

−
Φ =∫ w ，因此 

( ) ( ) 1 12 2 2 2
2 1 1 1

cot 1 cot 1 0,θ θ
− −

′′Φ − Φ − + Φ + Φ =∫ ∫ q                    (8) 

由于 ( ) [ ]{ }max : 1,1 1Φ ∈ − =x x ，所以由(8)式得到 
1 2

1 2 11
cot cot .θθ θ −−

′′Φ ≤ + + =∫ qq N  

证毕。 
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引理 2. 若 ,λ Φ如上定义，且 1 2 1cot cotθ θ θ −= + +qN q ，则 

( ) 2
2 .θ′Φ ≤ qx N                                     (9) 

证明 由边界条件(3)知 

( ) ( ) ( )( )2 22

1 1
d d .

− −
′ ′′ ′′Φ = Φ ≤ Φ∫ ∫

x x
x t t t t  

由 Cauchy-Schwarz 不等式和引理 1 可得 

( ) 12 2

1
2 2 .θ

−
′ ′′Φ ≤ Φ ≤∫ qx N  

证毕。 
引理 3. 若 ,λ Φ如上定义，且δ 如之前所记，则 

1 2

1

1 .
4
δ

−
Φ ≥∫                                     (10) 

证明 假定 [ ]0 1,1∈ −x ，使得 ( ) ( ) [ ]{ }0 max : 1,1 1Φ = Φ ∈ − =x x x ，则由引理 2 可知，对 [ ]1,1∀ ∈ −x 且

0 2
δ

− ≤x x ，有 

( ) ( ) ( )
0

0
11 .
2

′Φ − = Φ −Φ = Φ ≤∫
x

x
x x x  

因此 ( ) 1
2

Φ ≥x ， I∈x ，其中 0 0I ,
2 2
δ δ = − +  

x x 。所以 

1 2 2

1

1 .
4
δ

−
Φ > Φ ≥∫ ∫I

 

证毕。 

3. 结论 

3.1. 权函数具有多个拐点时非实特征值的估计 

定理 1. 若 [ ]1,1′∈ −w AC ， [ ]2 1,1′′∈ −w L ， ,λ Φ如上定义，则边值问题(1)-(5)的非实特征值 λ 满足 

( ) ( ){ }0 1 2 01 2 2
1

8Re cot cot 2 2 ,θ θ θλ θ θ
ε δ

′′ ′≤ + + + + +q q qw q w N w N w N          (11) 

{ }02 2
1

8Im 2 2 ,θ θ θλ
ε δ

′′ ′≤ + +q q qw N w N w N                       (12) 

其中 ( ) [ ]{ }0 max : 1,1= ∈ −w w x x 。 

证明 在方程 ( )4 λΦ + Φ = Φq w 两边同时乘以 Φw ，并且在 [ ]1,1− 上进行积分得到 
( )1 1 12 24 2

1 1 1
.λ

− − −
ΦΦ + Φ = Φ∫ ∫ ∫w wq w  

由分部积分得 

( ) ( ) ( )1 1 1 1 12 2 21 1 1 2
1 1 11 1 1 1 1

,w w wq w w w wq wλ− − −− − − − −

 ′ ′ ′′′′′ ′′′ ′′′ ′′ ′′ΦΦ − Φ Φ + Φ = ΦΦ − Φ Φ − Φ Φ + Φ = Φ  ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

由边界条件(2)-(5)知 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
21 1 12 2 22

2 1 1 1 1
1 cot 1 1 cot 1 ,θ θ λ

− − −
′′ ′′Φ − − Φ − + Φ Φ + Φ = Φ∫ ∫ ∫w w w wq w  

分离实部和虚部得到 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 2 222
2 11

1 12

1 1

Re 1 cot 1 1 cot 1

Re ,

λ θ θ
−

− −

Φ = Φ − − Φ −

′′ ′′+ Φ + Φ Φ

∫

∫ ∫

w w w

wq w
                (13) 

( )1 122
1 1

Im Im .λ
− −

′′ ′′Φ = Φ Φ∫ ∫w w                             (14) 

由 ( ) [ ]{ }0 max : 1,1= ∈ −w w x x 和 ( ) [ ]{ }max : 1,1 1Φ ∈ − =x x 可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )12 2 2
2 1 0 1 2 11

1 cot 1 1 cot 1 cot cot ,θ θ θ θ
−

Φ − − Φ − + Φ ≤ + +∫w w wq w q         (15) 

( )1 1 1 1

1 1 1 1
2 .

− − − −
′′ ′′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ ′′ ′′Φ Φ = ΦΦ + Φ Φ + Φ Φ∫ ∫ ∫ ∫w w w w  

由 Cauchy-Schwarz 不等式和引理 1 及引理 2 知 

( ) ( )
1 1

1 1 122 22 2
21 1 1

,θ
− − −

′′ ′′ ′′ ′′ ′′ΦΦ ≤ Φ Φ ≤∫ ∫ ∫ qw w w N  

( ) ( )
1 1

1 1 122 22 2
2 21 1 1

2 2 2 2 2 2 ,θ θ θ
− − −

′ ′ ′′ ′ ′ ′′ ′ ′Φ Φ ≤ Φ Φ ≤ =∫ ∫ ∫ q q qw w w N N w N  

1 1 2
01 1

.θ
− −

′′ ′′ ′′Φ Φ = Φ ≤∫ ∫ qw w w N  

所以由上可得 

( )1 1 1 1

1 1 1 1

02 2

2

2 2 .θ θ θ

− − − −
′′ ′′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ ′′ ′′Φ Φ = ΦΦ + Φ Φ + Φ Φ

′′ ′≤ + +

∫ ∫ ∫ ∫

q q q

w w w w

w N w N w N
                    (16) 

由(6)式定义的 1ε 及引理 3 得 

[ ] ( ) ( )( )
( )

1 1

1 12 2 2 22
1 11 1,1 1

1 1 1 1
1 1 1 1mes .
4 4 8 8

ε ε
ε ε

ε δ ε ε δ δ ε δ

− − Ω − Ω
Φ ≥ Φ = Φ − Φ

   ≥ − Ω ≥ − ≥   
   

∫ ∫ ∫ ∫w
                 (17) 

综上，由(13)-(17)可得 

( ) ( ){ }0 1 2 01 2 2
1

8Re cot cot 2 2 ,θ θ θλ θ θ
ε δ

′′ ′≤ + + + + +q q qw q w N w N w N  

{ }02 2
1

8Im 2 2 ,θ θ θλ
ε δ

′′ ′≤ + +q q qw N w N w N  

证毕。 

3.2. 权函数只有一个拐点时非实特征值的估计 

在这部分，我们考虑权函数变号一次时对非实特征值的估计。为此我们假定 ( ) ( )1 0, 0′′ − = >y xw x 在

[ ]1,1− 上几乎处处成立，则可以找到 2 0ε > ，使得： 
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( ) ( ) [ ] ( ){ }2 2 2
1mes , 1,1 : .
8

ε δ ε εΩ ≤ Ω = ∈ − ≤x xw x                     (18) 

定理 2. 若 ,λ Φ如上定义， [ ]1 1,1∈ −w L 且 ( )w x 满足(18)式，则边值问题(1)-(5)的非实特征值 λ 满足 

{ }2 1
2

16Re cot 3 ,θλ θ
ε δ

≤ + + qq N                            (19) 

2

32Im .θλ
ε δ

≤ qN                                    (20) 

证明 在方程 ( )4 λΦ + Φ = Φq w 两边同时乘以Φ ，并且在 [ ],1x 上进行积分得到 

( )1 1 12 24 ,λΦΦ + Φ = Φ∫ ∫ ∫x x x
q w  

由分部积分得 

( )1 1 1 1 12 2 21 1 1 ,λ′′′ ′ ′′′ ′′′ ′ ′′ ′′ ′′ΦΦ − Φ Φ + Φ = ΦΦ − Φ Φ − Φ Φ + Φ = Φ∫ ∫ ∫ ∫ ∫x x xx x x x x
q q w  

由边界条件(4)和(5)知 

( ) ( ) ( ) 1 1 12 2 2 2
2cot 1 ,θ λ′′′ ′ ′′ ′′Φ −ΦΦ +Φ Φ + Φ + Φ = Φ∫ ∫ ∫x x x

x x q w  

对上式分离实部和虚部得到 

( ) ( ) ( )1 1 122 2 2
2Re cot 1 Re ,λ θ ′′ ′ ′′ ′′′Φ = Φ + Φ + Φ + Φ Φ −ΦΦ  ∫ ∫ ∫x x x

w q x x          (21) 

( ) ( )1 2Im Im ,λ ′ ′′ ′′′Φ = Φ Φ −ΦΦ  ∫x
w x x                        (22) 

在(21)和(22)式中令 1= −x 得到 

( ) ( )1 1 12 22 2 2
2 11 1 1

Re cot 1 cot 1 ,λ θ θ
− − −

′′Φ = Φ + Φ + Φ − Φ −∫ ∫ ∫w q  

( ) ( ) ( )1 22
11

Im Im 1 1 Im cot 1 0.λ θ
−

 ′ ′′ ′′′Φ = Φ Φ − −ΦΦ − = − Φ − =     ∫ w  

由于 Im 0λ ≠ ，所以
1 2

1
0

−
Φ =∫ w 。对(21)式从 [ ]1,1− 进行积分得 

( ) ( )

1 1 12 2

1 1

1 1 1 1 1 12 2 2
21 1 1 1

Re Re

cot 1 Re ,

λ λ

θ

− −

− − − −

Φ = Φ

′′ ′ ′′ ′′′= Φ + Φ + Φ + Φ Φ −ΦΦ

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
x

x x

w xw

q
      (23) 

由分部积分和边界条件得 
1 1 11

11 1 1
.−− − −

′′′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ΦΦ = ΦΦ − Φ Φ = − Φ Φ∫ ∫ ∫  

由 Cauchy-Schwarz 不等式和引理 1 及引理 2 知 

( ) ( )
1 1

1 1 12 22 2

1 1 1
2 2 ,θ θ θ

− − −
′ ′′ ′ ′′Φ Φ ≤ Φ Φ ≤ =∫ ∫ ∫ q q qN N N  

并且由(23)式及 ( ) [ ]{ }max : 1,1 1Φ ∈ − =x x 可知 

1 2
2 11

2 1

Re 2 cot 2 2 2 2

2 cot 2 6 .

θ θ θ

θ

λ θ

θ
−

Φ ≤ + + + +

= + +

∫ q q q

q

xw N q N N

q N
                 (24) 
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由(18)式定义的 2ε 及引理 3 得 

[ ] ( ) ( )( )
( )

2 2

1 12 2 2 2
2 21 1,1 1

2 2 2 2
1 1 1 1mes .
4 4 8 8

ε ε
ε ε

ε δ ε ε δ δ ε δ

− − Ω − Ω
Φ ≥ Φ = Φ − Φ

   ≥ − Ω ≥ − ≥   
   

∫ ∫ ∫ ∫xw
               (25) 

同理可得 
1 2

1
Im 4 .θλ

−
Φ ≤∫ qxw N  

综上，由(21)-(25)可得 

{ }2 1
2

16Re cot 3 ,θλ θ
ε δ

≤ + + qq N  

2

32Im .θλ
ε δ

≤ qN  

证毕。 
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