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Abstract 
N-dimensional hypercube is widely used in the field of parallel computer systems. The special to-
pological structure of n-dimensional hypercube has significantly affected the performance of large 
multiprocessor systems. In this article, we prove the following result: In n-dimensional hypercube, 
for any two nodes with hamming distance that equals to k, there are k node-disjoint shortest paths 
of length k. Additionally, if we include nest-to-shortest paths of length k + 2 in addition to shortest 
paths, there will be n node-disjoint paths in total. 
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摘  要 

n维超立方体在并行计算领域有着广泛的应用，其特殊的拓扑结构对大规模的多处理器系统的性能具有

重要的影响。本文研究n维超立方体 nQ 的最短路径问题，采用构造的方法证明了以下结论： nQ 中任意两

点之间一定存在k条不交的长度为k的最短路径，其中k为此两点之间的Hamming距离。此外，如果放宽

最短路径的条件，对两点之间的 𝐇𝐇𝐇𝐇𝐇𝐇𝐇𝐇𝐇𝐇𝐇𝐇𝐇𝐇 距离为k的点，长度最多为 k 2+ 的不交路径存在至少n条。 

文章引用: 张云霞. 超立方体中最短和次短的点不交路径[J]. 理论数学, 2017, 7(4): 230-235.  
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1. 引言 

随着超大规模集成电路工艺的发展，集成巨量处理器(可达 216)的大规模处理器成为了未来的主要发

展趋势。为了提高并行计算系统的效率，科学界一直在寻找结构简单、延展性好、节点度小的互联网络

拓扑结构。而超立方体由于其特殊的拓扑结构，例如它的对称性、强容错性、正则性等性质，使得它成

为了最为重要和应用最广泛的并行计算机互联网络拓扑结构。 
在实际应用和理论研究方面，超立方体在近年都得到了高度关注。基于超立方体的各种可扩展并行

计算互联网络系统应运而生。文献[1]涉及了超立方体在业界的实际应用和专利申请。 
近年来，更多的文献专注于挖掘超立方体的性质和结构，如文献[2]，从应用的角度综合探讨了超立

方体中一对一、一对多的不相交路径存在问题。文献[3]后续讨论了一对多节点的不相交路径的相应算法，

并给出了时间复杂度为 ( )O mn 的计算该路径的算法，其中 n 为该超立方体的维度，m 为从同一点出发抵

达的目标节点的数量。文献[4]、文献[5]讨论了多对多点不交路径存在问题，并进一步的多对多点不交路

径的高效算法。讨论了连通度的概念以及其与多对多点不交路径上限之间的联系。 
本文主要研究 n 维超立方体 nQ 的最短路径问题，采用构造的方法证明了以下结论： nQ 中任意两点

之间一定存在 k 条不交的长度为 k 的最短路径，其中 k 为此两点之间的 Hamming 距离。此外，如果放宽

最短路径的条件，对两点之间的 Hamming 距离为 k 的点，长度最多为 2k + 的不交路径存在至少 n 条。

在文献[6]中，通过数学归纳法证明了 nQ 中任意两点(Hamming 距离为 k)之间一定存在 k 条不交的长度为

k 的最短路径。本文简化了上述证明，并在此基础上，通过放宽最短路径的条件至次短路径，扩充了该结

论，从而构造出了至少 n 条点不交的最短路径。该结论在并行计算机互联网络拓扑结构中有大量可能的

应用，并可以作为实际应用的理论基础。文献[7]中，针对并行计算系统的另一应用广泛的结构递归循环

网络，给出了一点对多点的最短和次短的点不交路构造，与本文研究的问题有一定的相似性，也具有广

泛的应用价值。 
不仅对于次长路径，超立方体上最长路径的可能最大值也得到了学界的关注和研究。在文献[8]中，

对于两节点之间路径的最长距离进行了分情况的讨论，并在两种条件下减小了最长距离的最大值。 
在文献[9]中，针对分层超立方体互联网络，其中两节点之间的点不交路得到了研究。不仅给出了点

不交路最大数量的构造，同时也给出了这些路的长度最大值。 
从另一方面，在超立方体上给定 k 对互不相同的节点，如何寻找它们之间的 k 条点不交路并覆盖超

立方体中每一个节点，在文献[10]中得到了充分的研究。 

2. 预备知识 

本文中所有出现的无向图均为简单无向图，即无自环、无平行边的无向图。 
以下为超立方体互联网络的定义。 
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定义 1.1 对于简单无向图，分别表示的顶点集和边集。称作 n 维超立方体互联网络当且仅当： 
1) 的节点数量为，边的数量为。 
2) 对任意的顶点，可以用维的二进制序列来表示。即。 
3) 对于任意两顶点，其间有边当且仅当它们的二进制编码串只相差一位。 
图 1 为 1 维和 2 维超立方体互联网络。 
对于超立方体互联网络 nQ ，若 ( )1 2, , , j nv v v V Q∈ ，且任意两点之间互不相同， 

( )1 , 1, , 1i i nv v E Q i j+ ∈ = − ，那么称 1 2 jv v v 为 nQ 中的一条路。记为 1 2 jP v v v=  。如果 1v 和 jv 之间有 k
条不同路径，且对其中任意的两条路径，除了起点和终点之外，其中任意两节点不相同，那么称 1v 和 jv 之

间有 k 条点不交的路径。图 2 给出了超立方体互联网络 3Q 中点 ( ) ( )0,0,0 , 1,0,1 之间的两条点不交路径(虚
线)。 

以下为 Hamming 距离的定义。需要注意的是，在信息论中，两个等长字符串之间的 Hamming 距离

是两个字符串对应位置的不同字符的个数。而对于超立方体互联网络来说，需要计算的字符串都是二进  
 

 
Figure 1. Hypercube 2 3,Q Q  
图 1. 超立方体互联网络 2 3,Q Q  

 

 
Figure 2. Node disjoint path in Hypercube 
图 2. 超立方体互联网络中的点不交路径 
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制的。而对于二进制字符串来说，Hamming 距离就是 1 的个数，因此有了以下定义。 
定义 1.2 对于超立方体互联网络 nQ ， ( ) ( ),n nV Q E Q 分别表示 nQ 的点集和边集。 ( ), nx y V Q∈ ，

( )1 2, , , nx x x x=  ， ( )1 2, , , ny y y y=  ，那么 xy 之间的 Hamming 距离定义为
1

n
i iiH x y

=
= −∑ 。 

我们知道，超立方体互联网络 nQ 的连通度是 n。 nQ 的连通度条件构成了其满足性质 2nA  
的必要条

件。这里性质 kA 指：在图 ( ),nQ V E 中，如果给定 k 对互不相同的节点，那么这 k 对点之间一定存在 k 条

路径，且这 k 条路径之间是点不交的。文献[5]中不仅阐述了超立方体互联网络 nQ 的连通度与性质 2nA  
的

关系，并给出了对任意的 k 对点 ( )2k n≤    之间给出点不交的 k 条路径的算法。此算法的时间复杂度为

( )2 logO n n ，给出路径的最大长度为 log 1n n+ +   。 

3. 主要结论 

首先根据超立方体互联网络的性质，我们可以得到如下定理： 
定理 2.1 设 ( ), ns t V Q∈ 且 ( ),H s t k= ，则在 nQ 中 ,s t 之间至多存在 k 条长度为 k 的点不交路径；且 ,s t

之间至多存在 n 条点不交路径。 
证明： 
考虑到长度为 k 的路径一定为 ,s t 之间的最短路径，因此路径一定是持续沿着减少两点之间 Hamming

距离的方向进行。而 s 的邻接节点中符合条件的恰为 k 个，因此符合条件的点不交路径一定不会超过 k
条。 

另一方面， nQ 中每个点的度均为 n，因此两点之间至多存在 n 条点不交路径。□ 
接下来，我们给出文献[6]中结论的一种构造证明： 
定理 2.2 设 ( ), ns t V Q∈ 且 ( ),H s t k= ，则在 nQ 中 ,s t 之间存在 k 条长度为 k 的点不交路径。 
证明： 
记 ( ) ( )1 2 1 2, , , , , , ,n ns s s s t t t t= =  ，此处我们只需要考虑 i is t≠ 的位置。因为 ( ),H s t k= ，我们不妨假

设 , 1, 2, ,i is t i k≠ =  。进一步我们可以假设 1 2 1 20, 1k ks s s t t t= = = = = = == 而不影响命题的一般性。 
因此原命题等价于在 nQ 中 ( )10,0, ,0, , ,k ns s s+′ =   与 ( )11,1, ,1, , ,k nt t t+′ =   之间存在 k 条长度为 k 的

点不交路径。由于 , 1, ,i is t i k n= = +  ，我们在下面的叙述中省略坐标的后 n k− 位。 
考虑以下 k 条路径 1 2, , , kP P P ： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

2

0, ,0 , 1,0,0, ,0 , 1,1,0,0, ,0 , 1,1,1,0,0, ,0 , , 1,1, ,1

0, ,0 , 0,1,0, ,0 , 0,1,1,0, ,0 , 0,1,1,1,0, ,0 , , 1,1, ,1

0, ,0 , 0,0, ,0,1 , 1,0,0, ,0,1 , 1,1,0,0, ,0,1 , , 1,1, ,1k

P

P

P

=

=

=

     

     



     

 

即 iP 从 ( )0,0, ,0s′ =  起始，以从第 i 位开始依次由 0 变成 1 的方式行进，直至到达 ( )1,1, ,1t′ =  。

显然 1 2, , , kP P P 均为长度为 k 的路径，只需证明他们除了 ,s t′ ′之外不经过相同的顶点。若 ,i jP P 经过相同

的顶点 v，假设 v 的坐标中有 t 个 1，根据构造容易知道在 ,i jP P 中经过的坐标中 t 个 1 的顶点显然不同。 
因此， 1 2, , , kP P P 即为满足条件的 k 条长度为 k 的点不交路径。□ 
可以看出，定理 2.2 中的构造也达到了定理 2.1 中证明的 ,s t 之间长度为 k 的点不交路径的上限。此

外，对于 ( ),H s t k= 的两个节点 ,s t ，他们之间的次长路径长度为 2k + (由于超立方体的结构特性汉明距

离为 k 的两点之间不存在长度为 1k + 的路径)。如果我们考虑超立方体中两点之间的次长路径，可以得到

如下结论： 
定理 2.3 设 ( ), ns t V Q∈ 且 ( ),H s t k= ，则在 nQ 中 ,s t 之间至少存在 n k− 条长度为 2k + 的点不交路径。 
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证明： 
记 ( ) ( )1 2 1 2, , , , , , ,n ns s s s t t t t= =  ，此处我们只需要考虑 i is t≠ 的位置。因为 ( ),H s t k= ，我们不妨假

设 , 1, 2, ,i is t i k≠ =  。进一步我们可以假设 1 2 0ks s s= = = = ， 1 2 1kt t t== = = ， 

1 1 0k k n ns t s t+ += = = = = 而不影响命题的一般性(以下在坐标中用“|”来分隔第 , 1k k + 位)。 
因此原命题等价于证明在 nQ 中 ( )0,0, ,0 | 0, ,0s′ =   与 ( )1,1, ,1| 0, ,0t′ =   之间存在 n k− 条长度为

2k + 的点不交路径。 
考虑以下 k 条路径 1 2, , ,k k nP P P+ +  ： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

2

, 0, ,0 |1,0, ,0 , 1,0, ,0 |1,0, ,0 , 1,1,0, ,0 |1,0, ,0 , , 1, ,1|1,0, ,0 ,

, 0, ,0 | 0,1, ,0 , 1,0, ,0 | 0,1, ,0 , 1,1,0, ,0 | 0,1, ,0 , , 1, ,1| 0,1, ,0 ,

, 0, ,0 | 0, ,0,1 , 1,0, ,0 | 0, ,0,1 , 1,1,0, ,0 | 0, ,0,1 ,k

P s t

P s t

P s

′ ′=

′ ′=

′=

        

        



       ( ), 1, ,1| 0, ,0,1 , t′ 

 

即 iP 从 s′起始，先将第 k i+ 位由 0 变成 1，之后依次将前 k 位由 0 变成 1，最后将第 k i+ 位由 1 还

原成 0 到达 t′。显然 1 2, , ,k k nP P P+ +  均为长度为 2k + 的路径，且因为不同路径之间除了 ,s t′ ′之外其他中间

节点后 n k− 位不相同，因此他们除了 ,s t′ ′之外不经过相同的顶点。 
因此， 1 2, , ,k k nP P P+ +  即为满足条件的 n k− 条长度为 2k + 的点不交路径。□ 
根据定理 2.2 和定理 2.3 的构造，我们容易得出如下推论： 
推论 2.1 设 ( ), ns t V Q∈ 且 ( ),H s t k= ，则在 nQ 中 ,s t 之间存在 n 条长度不超过 2k + 的点不交路径。 
证明： 
类似于定理 2.3，原命题等价于 nQ 中 ( )0,0, ,0 | 0, ,0s′ =   与 ( )1,1, ,1| 0, ,0t′ =   之间存在 n k− 条长

度为 2k + 的点不交路径(在坐标中用“|”来分隔第 , 1k k + 位)。 
考虑定理 2.2 和定理 2.3 的证明中构造的 n 条路径 1 2, , , nP P P 。显然 1 2, , , kP P P 均为长度不超过 2k +

的路径，又因为 { } { }1 1, , , , ,i k j k nP P P P P P+∈ ∈  经过的中间节点后 n k− 位不相同，因此他们除了 ,s t′ ′之外

不经过相同的顶点。 
因此， 1 2, , , nP P P 即为满足条件的 n 条长度不超过 2k + 的点不交路径。□ 

4. 结语 

本文研究了超立方体互联网络中两点之间点不交路径的性质。对于原有的关于两点之间点不交最短路

径的结论，给出了更加简洁直接的构造证明。并且在此基础上，对于两点之间点不交的次短路径进行了

讨论，并且进行了构造。最终证明超立方体互联网络中两点之间的点不交最短和次短路径数量最多可以

达到超立方体可容纳的点不交路径的上限。该结论在并行计算机互联网络拓扑结构中有大量可能的应用，

并可以作为实际应用的理论基础。 
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