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Abstract 
In this paper, we explain that why the definition of envelope in differential equations is different 
from differential geometry, and give examples to illustrate. In addition, we illustrate a problem 
that must be noticed when seeking singular solution. 
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摘  要 

说明了微分方程中给包络下的定义为什么与微分几何中包络的定义有所不同，并举例进行了分析，同时

举例说明了求微分方程奇解时必须注意的一个问题。 
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1. 包络的定义问题 

微分方程通解曲线族的包络的定义[1]设给定单参数曲线族 

( ), , 0x y cΦ = ,                                     (1) 

其中 c 是参数， ( ), ,x y cΦ 是 x，y，c 的连续可微函数。曲线族(1)的包络是指这样的曲线，它本身并

不包含在曲线族(1)中，但过这曲线的每一点，都有曲线族(1)中的一条曲线和它在这点相切。 
微分几何中曲线族的包络的定义[2]对于给定的平面曲线族 Cλ： ( ), , 0F x y λ = ，如果在这平面上存在

曲线 C，使得 C 与这族曲线中每一条曲线 Cλ都相切，而且曲线 C 完全由这些切点组成，则平面曲线 C
称为这平面曲线族 Cλ的包络。 

从上面的两个定义可以看出，作为微分方程中曲线族的包络的曲线，要求的就是过它上面的每一点，

都要有曲线族(1)中的一条曲线和它在这点相切。而作为微分几何中曲线族的包络的曲线，要求的是曲线

族中的每一条曲线都要与它相切，同时，包络完全由这些切点组成。 
我们说，作为微分方程中曲线族的包络，不能要求曲线族中的每一条曲线都要与它相切，否则，就

无法建立微分方程(通解)曲线族的包络与奇解的等价关系，更无法利用求解通解曲线族的包络的方法确定

微分方程的奇解了。因此，同为包络，由于在不同学科中的应用不完全相同，在具体的定义方面就产生

了(也需要产生)一定的差异。 

2. 举例说明 

例 1 求微分方程 

( )3 2 1y y yy y′ ′ ′+ = +                                   (2) 

的奇解。 
解方程(2)即为 

3 2 2  0y y yy yy′ ′ ′+ − − = , 

( ) ( )2    0y y y y y y′ ′ ′− − − = , 

( )( )2  0y y y y′ ′− − = . 

方程的通解为 

exy c=                                         (3) 

及 

( )21
4

y x c= − ,                                     (4) 
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还有一个特解为 0y = 。 

对积分曲线族(3)由于 e 0x
c′Φ = ≠ ，所以(3)没有包络。对积分曲线族(4)， ( ) ( )21

4
, ,x y c y x cΦ = − − ， 

( ) ( ), , 2c x y c x c′Φ = − 。c—判别式为 

( )

( )

21 0
4

2 0

y x c

x c

− − =

− =






　
 

解得 c—判别曲线为 

0
:

x c
y

Γ
=

 =
 

由于 1 0y′Φ = ≠ ， 1 0cx′ = ≠ ，满足非蜕化条件，因此 Γ是第二个积分曲线族(4)的包络，因而 0y = 是

原方程的奇解。但是这里的 0y = 不与积分曲线族(3) (其中 0c ≠ )中的曲线相切，也不相交。如果按照微

分几何中包络的定义， 0y = 就不是方程通解曲线族的包络，也就得不到这个奇解了。 
例 2 求微分方程 

4 3 2 2 0y y y y y′ ′ ′− − + =                                  (5) 

的奇解。 
解方程(5)即为 

( ) ( )3 21 1 0y y y y′ ′ ′− − − = , 

( )( )3 2 1 0y y y′ ′− − = . 

方程的通解为 

( )3
1

1
27

y x c= −                                     (6) 

及 

2y x c= −                                       (7) 

其中 c1，c2 为任意常数。不失一般性，可取 1 2c c c= = ，这样方程的通解可写为 

( ) ( )3 01
27

 y x c y x c − − − − =    
                             (8) 

它的 c—判别式为 

( ) [ ]

( ) ( ) ( )

3

2 3

1 0
27

1 1 0
9 27

y x c y x c

x c y x c y x c

 − − − + =  

− − + + − − =





 
   

 

解上面方程组，得到符合题意的一条 c—判别曲线 

0
:

x c
y

Γ
=

 =
 

对第一个积分曲线族 
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( ) ( )3, , 1
27

 x y c y x cΦ = − − , 

1 0y′Φ = ≠ , 1 0cx′ = ≠ . 

满足非蜕化条件，因此 Γ是第一个积分曲线族的包络， 0y = 是原方程的奇解。但是在积分曲线族(8)
中，平行直线族 y x c= − 与奇解 0y = 相交而不相切。如果按照微分几何中包络的定义， 0y = 就不是曲线

族(8)的包络，从而不能采用求包络的方法得到这个奇解了。 

3. 求奇解时必须注意的一个问题 

该问题通过举例加以说明。 
例 3 判断方程 

d
d
y
x

y=                                         (9) 

是否存在奇解，如果存在就求出来。 
解右端函数 ( ),f x y y= 在 0y ≥ 的上半平面定义、连续。 

1
2

f
y y
∂

=
∂

 

当 0y = 时无界，所以方程如果有奇解，只能是 0y = ，显然 0y = 是方程的一个解，当 0y ≠ 时可求

得方程的通解为 

( )2 0x c cy x= − − > , 

即 

( )21
4

y x c= − 　,                                    (10) 

其中 0x c− > ，c 是任意常数。现在求通解的包络，这里 

( ) ( )21
4

, ,x y c x c yΦ = − − , 

( ) ( ), , 1
2

 c x y c x c′Φ = − − . 

已知 0y = 是方程的解，而在通解中 x c+→ 时， 0y → ，补充定义 ( ) 0y c = 。解方程组(c—判别式) 

( )

( )

21 0
4

1 0
2

x c y

x c

− − =

− − =







 

得 c—判别曲线 

0
x c
y
=

 =
 

由于 1 0y′Φ = − ≠ ， 1 0cx′ = ≠ ，满足非蜕化条件，故 c—判别曲线 0y = 为通解曲线族(10)的包络，从

而为方程(9)的奇解。 
注在求通解的过程中可知 0x c− > ！因此在 c—判别式这个方程组中，x 不能等于 c！为此在解方程
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组求 c—判别曲线之前必须补充定义函数值：x c= 时， 0y = 。否则 0y = 与积分曲线族(10) (其中，x c> ，

从而 0y > )没有公共点！谈何相切？ 
例 4 判断方程 

2d 1
d

yy
x
= −                                     (11) 

是否存在奇解，如果存在就求出来。 
解右端函数 ( ) 21, yf x y = − ，它在带形区域： x−∞ < < +∞， 1 1y− ≤ ≤ 上定义、连续。 

21

yf
y y

−∂

−
=

∂
 

当 1y = ± 时无界。所以方程如果有奇解，只能是 1y = ± ，显然 1y = ± 是方程的两个解。当 1y ≠ ± 时可

求得方程的通解为 

π πarcsin , ,
2 2

y x c x c  = − − ∈ − 
 

, 

即 

( ) π πsin , ,
2 2

y x c x c  = − − ∈ − 
 

,                             (12) 

其中 c 是任意常数。现在求通解曲线族的包络，这里 ( ) ( ), , sinx y c x c yΦ = − − ， 

( ) ( ), , cosc x y c x c′Φ = − − 。已知 1y = 是方程的解，而在通解中当
2

x c π −

− → 时 1y → ，补充定义

π 1
2

y c + = 
 

；同理，补充定义
π 1
2

y c − = − 
 

，解方程组(c—判别式) 

( )
( )

sin 0

cos 0

x c y

x c

− − =

− − =

 

得两条 c—判别曲线 

π
2

1

x c

y

 = +

 =

与

π
2

1

x c

y

 = −

 = −

 

对这两条 c—判别曲线，均有 1 0y′Φ = − ≠ ， 1 0cx′ = ≠ ，满足非蜕化条件。故两条 c—判别曲线 1y = 与 

1y = − 都是通解曲线族(12) (这时
π π,
2 2

x c  − ∈ −  
)的包络，从而是方程(11)的奇解。 

注与前面类似，通解是当 1y ≠ ± 时得到的，这时
π
2

x c≠ ± ！同样，在解方程组求 c—判别曲线之前必

须补充定义函数值：当
π
2

x c= + 时 1y = ；当
π
2

x c= − 时， 1y = − 。 

当然，对于例 3 也可以这么解：当允许 c x=  (或 0x c− = )时，通解(10)就表示了方程所有的解，接

下来可以直接解方程组求 c—判别曲线，而不必定义函数值。同样，对于例 4，也可以这样叙述：当允许 
π
2

c x= ±  (或 π
2

x c− = ± )时，通解(12)，其中
π π,
2 2

x c  − ∈ −  
，就表示了方程所有的解，接下来可以直接 

解方程组求 c—判别曲线，而不必定义函数值。 
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