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Abstract 
In present paper, we focus on the uniqueness of traveling wave solutions for a quasi-monotone 
reaction-diffusion equation with neutral type. By using the Ikehara’s Theorem, we firstly establish 
the asymptotic exponent properties of monotone traveling wave solution with speed c c∗≥  for 
the reaction-diffusion equation with a infinite number of delays, which is transformed from the 
neutral equation by a linear variable transform, and then the uniqueness (up to translation) of 
monotone traveling wave solution with speed c c∗>  for the transformed equation. Finally, we 
obtain the uniqueness (up to translation) of monotone traveling wave solution with speed c c∗>  
for the neutral equation by using the relation between solutions of the neutral equation and of the 
transformed equation. 
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摘  要 

本文考虑了具有拟单调反应项的中立型反应扩散方程行波解的唯一性问题。首先通过线性变换将方程化
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为具有无限离散时滞的反应扩散方程，并利用Ikehara定理得到了无限时滞方程波速 c c∗≥ 的单调行波解

的指数渐近性态，进而得到方程波速 c c∗> 的单调行波解是唯一的(平移意义下)，最后根据两类方程的解

之间的联系得到了原中立型方程波速 c c∗> 的单调行波解的唯一性(平移意义下)。 
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1. 引言 

本文考虑如下中立型反应扩散方程 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
2

2, , , , , , ,L u t x D L u t x F L u t x u t x u t r x
t x
∂ ∂

= + −
∂ ∂

                 (1.1) 

其中 ( )( ) ( ) ( ), , ,L u t x u t x bu t r x= − − ， 0 1b≤ < ， 0D > ， 0r > 是常数。存在常数 0K > 使得 

( ) ( )( )0,0,0 1 , , 0F F b K K K= − = 。 

发展方程的行波解是指形如 ( ) ( ),u t x U ξ=  ( x ctξ = + ， 0c > )的形式不变解。此类解不仅揭示了方

程本身的许多重要特性，在分析方程初值问题的行为特征中起关键性作用，还具有深刻的应用背景，如

物理上描述状态由一个平衡态到另一平衡态的转移、种群生物学中刻画种群入侵、疾病传播动力学中传

染源在空间中的传播等等。近二十多年来，研究发展方程，尤其是时滞反应扩散方程的行波解一直是个

热点课题，备受众多学者的关注，如行波解的存在性[1]-[13]。 
唯一性是研究行波解理论的又一重要且有趣课题。Diekmann 和 Kpper 发展了一套方法证明了一类积分

方程的行波解的唯一性[14]。其基本思想是先证明行波解在 ±∞处的指数渐近性态，然后利用此渐近性态证

明行波解在平移意义下是唯一的。此思想方法被进一步发展用以讨论非线性积分方程及可化为积分方程的

非局部扩散方程[15]、一类涵盖多种带离散时滞发展方程[16]及具有分布时滞的反应扩散方程[17]的行波解

的唯一性。其它研究发展方程行波解唯一性的方法及更多关于行波解唯一性的结果参考文献[18]-[25]。 
当 ( )1 2 3, ,F s s s 关于 2 3,s s 单调时，在适当假设下 Liu 和 Weng 利用线性变换、截断及无穷时滞有限逼

近等方法得到了方程(1.1)的行波解及渐近播速的存在性，并得出渐近播速与行波解存在的最小波速是一

致的结论[26]。据我们所知，这是第一个关于中立型反应扩散方程渐近播速和行波解的结果。但中立型反

应扩散方程行波解的唯一性至今仍然是个开放性问题。 
本文剩下部分的结构如下：在第 2 节将给出本文需要的预备知识，包括基本假设及直接应用 Liu 和

Weng [26]的结果得到的中立型方程(1.1)及其变换后的无穷时滞反应扩散方程的行波解存在结论；第 3 节

先利用 Ikehara 定理得到了无限时滞方程单调行波解的指数渐近性态，进而得到唯一性；最后根据两类方

程的解之间的联系得到了原中立型方程行波解的唯一性。 

2. 预备知识 

首先我们给出本文需要用到的假设： 
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(H1) 对任意 ( )0,s K∈ ， ( )( )1 , , 0F b s s s− > ；对任意 ( ),s K∈ +∞ ， ( )( )1 , , 0F b s s s− < ； 
(H2) 对任意 ( )1 0, 1s b K∈ −   ， ( )1 2 3, ,F s s s 关于 [ ]2 3, 0,s s K∈ 单调增加，且存在 0γ > ，使的对任意

[ ]2 3, 0,s s K∈ ， ( )1 10 1s s b K′ ′′≤ ≤ ≤ − ，有 

( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 1, , , , 0F s s s F s s s s sγ′′ ′ ′′ ′− + − ≥ ； 

(H3) ( )1 3,F C∈  
， 2 0F ′ > ， 3 0F ′ > ， ( )1 2 3

1 0
1

F F F
b

′ ′ ′+ + >
−

，且对任意的 [ ]1 2 3, , 0,s s s K∈ ，有 

( )1 2 3 1 1 2 2 3 3, ,F s s s F s F s F s′ ′ ′≤ ⋅ + ⋅ + ⋅ ， 

其中 ( )1
1

0,0,0FF
s
∂′=
∂

， ( )2
2

0,0,0FF
s
∂′ =
∂

， ( )3
3

0,0,0FF
s
∂′ =
∂

； 

(H4) 存在 1 2 3, , 0M M M ≥ ，使得 1 2 3 0M M M+ + > ，且对任意 [ ]1 2 3, , 0,s s s K∈ ，有 

( )2 2 2
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3 1 2 3, ,F s F s F s M s M s M s F s s s′ ′ ′⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ ≤ ； 

(H5) 存在 ( )0,bδ ∈ ，使得对任意的 ( )1 2, 1 ,1ε ε δ∈ − ， 1 2ε ε< ，存在唯一的 ( ) ( ]1 2, 0, Kµ µ ε ε= ∈ ，使

得 ( )( )1 21 , , 0F b µ ε µ ε µ− = ，且对任意 ( )0,s µ∈ ， ( )( )1 21 , , 0F b s s sε ε− > ，对任意 ( ),s µ∈ +∞ ， 

( )( )1 21 , , 0F b s s sε ε− < ； 

(H6) ( )1 2 3, , i
i

F s s s F
s
∂ ′≤
∂

， [ ]1 2 3, , 0,s s s K∈ ， 1,2,3i = 。 

记 

( ) ( ) ( )12 2
1 2 3 1 2 3

0 0

1, e e e
1 e

c i ri cir i cr
cr

i i
q c D c F F b F b D c F F F

b
λλ λ

λλ λ λ λ λ
∞ ∞

− +− −
−

= =

′ ′ ′ ′ ′ ′= − + + ⋅ + ⋅ = − + + +
−∑ ∑  

则根据文[26]中的Lemma 4.3，有 
引理2.1. [26]假设(H3)成立，则存在实数对 ( )* *,cλ 使得： 
(1) ( ) ( )* * * *, 0,  , 0qq c cλ λ

λ
∂

= =
∂

； 

(2) 对 ( )*0,c c∈ ，当 0λ > 时，有 ( ), 0q cλ > ； 
(3) 对任意 *c c> ，存在 ( )1,2i iλ = ，使得 1 20 λ λ< < ， ( ) ( )1 2, , 0q c q cλ λ= = ，且对任意的 ( )1 2,λ λ λ∈ ，

( ), 0q cλ < 。 
再由文[26]中的Lemma 4.6及Theorem 5.1，有如下关于方程(1.1)的行波解 ( ) ( ),u t x U ξ= 存在性结果，

这里 x ctξ = + ， 0c > 。 
引理2.2. [26]假设(H1)~(H5)成立，则 
(1) 对 *c c≥ 方程(1.1)的行波解 ( )U ξ 存在，在上单调递增，且满足 

( ) 0U −∞ = , ( )+U K∞ =  

(2) 对 *0 c c< < ，方程(1.1)不存在行波解。 

作变换 ( ) ( )( ), ,v t x L u t x= ，则 ( ) ( )
0

, ,i

i
u t x b v t ir x

∞

=

= −∑ 且方程(1.1)变为无穷时滞反应扩散方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
2

2
0 0

, , , , , , 1 ,i i

i i
v t x D v t x F v t x b v t ir x b v t i r x

t x

∞ ∞

= =

∂ ∂  = + − − + ∂ ∂  
∑ ∑               (2.1) 

易知(2.1)有平衡点 ( ), 0v t x ≡ 及 ( ) ( ), 1v t x b K≡ − 。 
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由文 [26]中的Lemma 4.6、Theorem 4.1和Theorem 4.2，方程 (2.1)连接平衡点 ( ), 0v t x ≡ 及

( ) ( ), 1v t x b K≡ − 的行波解 ( ) ( ),v t x V ξ= ， x ctξ = + 由如下引理给出。 
引理2.3. [26]假设(H1)-(H5)成立，则 
(1) 对 *c c≥ 方程(2.1)的行波解 ( )V ξ 存在，在上单调递增，且满足 

( ) 0V −∞ = , ( ) ( )+ 1V b K∞ = −  

(2) 对 *0 c c< < 方程(2.1)不存在行波解。 

3. 行波解的唯一性 

这节我们将证明方程(1.1)的行波解的唯一性，即 
定理3.1.假设对 *c c> ， ( )iU ξ 是方程(1.1) 满足 

( ) 0iU −∞ = , ( )+iU K∞ =  

的单调递增行波解， ( ) ( )i iU bU crξ ξ− − 在 上单调递增，(H6)成立且
( )1 2 3

1
1e 1

F F F r
bb

 ′ ′ ′+ + −  < ，则存在

ξ ′∈，使得 ( ) ( )1 2U Uξ ξ ξ ′= + ，ξ ∈，其中 x ctξ = + ， 1, 2i = 。 

注：文[26]是通过方程(2.1)的单调行波解 ( )V ξ 结合变换 ( ) ( )
0

i

i
U b V cirξ ξ

+∞

=

= −∑ 得到方程(1.1)的单调行

波解 ( )U ξ ，这样 ( ) ( ) ( )V U bU crξ ξ ξ= − − 在上单调递增。因此我们这里假设方程(1.1)的单调行波解

( )U ξ 使得 ( ) ( )U bU crξ ξ− − 在上单调是合理的。 

为了证明定理3.1，需先证明方程(2.1)的单调行波解在平移意义下是唯一的，为此我们需要如下两个

引理。 
引理3.1.对 *c c≥ ，设 ( )V ξ 是方程(2.1)满足 

( ) 0V −∞ = ， ( ) ( )+ 1V b K∞ = −  

的单调行波解，则存在 1 2, , 0d dµ > ，使得对任意的ξ ∈，有 

( ) 1eV dµξξ − ≤ ， ( ) 2eV dµξξ −′ ≤ 。 

证明：易知 ( )V ξ 满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
0 0

, , 1i i

i i
cV DV F V b V cir b V c i rξ ξ ξ ξ ξ

∞ ∞

= =

 ′ ′′− = − − + 
 

∑ ∑                  (3.1) 

重写方程(3.1)为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
0 0

, , 1i i

i i
cV DV V V F V b V cir b V c i rξ ξ γ ξ γ ξ ξ ξ ξ

∞ ∞

= =

 ′ ′′− + = + − − + 
 

∑ ∑  

则 

( ) ( )
( ) [ ]( ) ( ) [ ]( )1 2

2 1

1 e d e ds sV H V s s H V s s
D

ξ
ξ ξ

ξ

ξ
∞

Λ − Λ −

−∞

 
= + 

Λ −Λ   
∫ ∫ ， 

其中 

2 2

1 2
4 4

,   
2 2

c c D c c D
D D

γ γ− + + +
Λ = Λ =                             (3.2) 

 
313 



刘玉彬 
 

[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
0 0

, , 1i i

i i
H V V F V b V cir b V c i rξ γ ξ ξ ξ ξ

∞ ∞

= =

 = + − − + 
 

∑ ∑                 (3.3) 

显然， ( ) ( )0 1V b Kξ≤ ≤ − ，ξ ∈，因此 [ ]( )H V ξ 在上有界，从而 

( ) ( )
( ) [ ]( ) ( ) [ ]( )1 2

1 2
2 1

1 e d e ds sV H V s s H V s s
D

ξ
ξ ξ

ξ

ξ
∞

Λ − Λ −

−∞

 
′ = Λ + Λ 

Λ −Λ   
∫ ∫  

在上有界，即存在 0d ′ > ，使得 ( )V dξ′ ′≤ ，ξ ∈。 
根据 ( )V ξ 及 ( )V ξ′ 在上的有界性知，对任意的 0µ > ， ( )eV µξξ − 及 ( )eV µξξ −′ 在 [ )0,+∞ 上是有界

的。因此往下我们只需证明对某个 0µ > 及 0ξ > ， ( )eV µξξ − 及 ( )eV µξξ −′ 在 ( , ξ −∞ − 上有界。 

由于 ( ) 0V −∞ = ，因此 ( ) 0V ′ −∞ = 。对任意的 *ξ ∈，对方程(3.1)两边从 −∞到 *ξ 积分得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
*

* *

0 0
, , 1 d 1i i

i i
F V b V cir b V c i r cV DV c b K Dd

ξ
ξ ξ ξ ξ ξ ξ

∞ ∞

−∞
= =

  ′ ′− − + = − ≤ − + 
 

∑ ∑∫ 。 

由(H3)， ( )1 2 3
1 0

1
F F F

b
′ ′ ′+ + >

−
， 2 0F ′ > ， 3 0F ′ > ，所以存在 0ε > ，使得 

( )0 1 2 3
1 3+ 0

1 1
bP F F F

b b
ε−′ ′ ′= + − >

− −
， 2 3

1

3

1 1+ 0  0 1,

0,  0.

bF F bP b b
F b

ε

ε

 + ′ ′ − > < <  =   
 ′− > =

，  

对上述 ε ，存在 0δ > ，使得对任意的 [ ]1 2 3, , 0,s s s δ∈ ，有 
( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 1 2 2 3 3, ,F s s s F s F s F sε ε ε′ ′ ′≥ − ⋅ + − ⋅ + − ⋅ 。 

又 ( ) 0V −∞ = ，所以存在 1ξ  ，使得对所有的ξ ξ≤ − ，有 ( ) ( )0 1V bξ δ≤ ≤ − ，从而对所有的ξ ξ≤ − ，

有 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0

1 2 3
0 0

1 2 3 2
0

3
0

0 2

, , 1

1

1 3
1 1

1

i i

i i

i i

i i

i

i

i

i

i

i

F V b V cir b V c i r

F V F b V cir F b V c i r

bF F F V F b V cir V
b b

F b V c i r V

PV F b V cir V

ξ ξ ξ

ε ξ ε ξ ε ξ

ε ξ ε ξ ξ

ε ξ ξ

ξ ε ξ ξ

∞ ∞

= =
∞ ∞

= =
∞

=
∞

=

 − − + 
 

′ ′ ′≥ − + − − + − − +

− ′ ′ ′ ′= + + − + − − −   − − 

 ′+ − − + − 

′= + − − −  

∑ ∑

∑ ∑

∑

∑

( ) ( )( ) ( )3
0 0

1i

i
F b V c i r Vε ξ ξ

∞ ∞

= =

 ′+ − − + − ∑ ∑

         (3.4) 

对任意的 1 2,ξ ξ ∈， 1 2ξ ξ≤ ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 1

0 0
2 11 1

d d d dV V cir cir V cir cir V cir V cir
ξ ξ

ξ ξ
ξ ξ ξ ξ υ υ ξ ξ υ ξ υ υ

− −
′− − = + = + − +      ∫ ∫ ∫ ∫  

从而由(3.4)可得 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

1 1

1

1

0
0 0

2
0

3
0

d , , 1 d

d

1 d

i i

i i

i

i

i

i

P V F V b V cir b V c i r

F b V V cir

F b V V c i r

ξ ξ

ξ ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ε ξ ξ ξ

ε ξ ξ ξ

∞ ∞

= =
∞

=
∞

=

 ≤ − − + 
 

′+ − − −  

 ′+ − − − + 

∑ ∑∫ ∫

∑ ∫

∑ ∫

 

 
314 



刘玉彬 
 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

1 0 0

0
2 11

0

0
3 11

0

, , 1 d

d

1 1 1 d

i i

i i

i

i

i

i

F V b V cir b V c i r

F b cir V cir V cir

F b c i r V c i r V c i r

ξ

ξ
ξ ξ ξ ξ

ε ξ υ ξ υ υ

ε ξ υ ξ υ υ

∞ ∞

= =
∞

−
=
∞

−
=

 = − − + 
 

 ′+ − + − + 

 ′+ − + + + − + + 

∑ ∑∫

∑ ∫

∑ ∫

。 

令 1ξ → −∞，由于
0

i

i
b i

∞

=
∑ 收敛，故有 

( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( )

0

0 0

0
3 1

0

1
1

d

, , 1 d

1 1 d

1 1

i i

i i

i

i

i

i

P V

F V b V cir b V c i r

F b c i r V c i r

cK b rP b i Dd

ξ

ξ

ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

ε ξ υ υ

−∞
∞ ∞

−∞
= =

∞

−
=

∞

=

 ≤ − − + 
 

′+ − + + +

  ′≤ − + + 
 

∫

∑ ∑∫

∑ ∫

∑

。 

因此， ( )V ξ 在 ( , ξ −∞ − 上可积。 

定义 

( ) ( )dV s s
ξ

ϕ ξ
−∞

= ∫ ， ( ,ξ ξ ∈ −∞ − ， 

则 ( )ϕ ξ 在 ( , ξ −∞ − 上有定义，单调递增且 ( )lim 0
ξ

ϕ ξ
→−∞

= 。 

根据(3.4)，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

2
0

3 0
0

1

i

i

i

i

cV DV F b V V cir

F b V V c i r PV

ξ ξ ε ξ ξ

ε ξ ξ ξ

∞

=
∞

=

′ ′′ ′− + − − −  

 ′+ − − − + ≥ 

∑

∑
。 

对任意的 ( ,ξ ξ ∈ −∞ − ，对上式两边从 −∞到ξ 积分得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

2
0

3 0
0

d

1 d d

i

i

i

i

cV DV F b V s V s cir s

F b V s V s c i r s P V s s

ξ

ξ ξ

ξ ξ ε

ε

∞

−∞
=

∞

−∞ −∞
=

′ ′− + − − −  

 ′+ − − − + ≥ 

∑ ∫

∑ ∫ ∫
。 

即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

2
0

3 0
0

1

i

i

i

i

cV DV F b cir

F b c i r P

ξ ξ ε ϕ ξ ϕ ξ

ε ϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ

∞

=
∞

=

′ ′− + − − −  

 ′+ − − − + ≥ 

∑

∑
                       (3.5) 

再对(3.5)式两边从 −∞到ξ 积分得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

2
0

3 0
0

d

1 d d

i

i

i

i

c DV F b s s cir s

F b s s c i r s P s s

ξ

ξ ξ

ϕ ξ ξ ε ϕ ϕ

ε ϕ ϕ ϕ

∞

−∞
=

∞

−∞ −∞
=

′− + − − −  

 ′+ − − − + ≥ 

∑ ∫

∑ ∫ ∫
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注意到 

( ) ( ) ( ) ( )0 0

1 1
d d d ds s cir s cir s cir s cir cir

ξ ξ
ϕ ϕ ϕ υ υ ϕ ξ υ υ

−∞ −∞ − −
′− − = + = +  ∫ ∫ ∫ ∫  

及 ( ) ( )cirϕ ξ υ ϕ ξ+ ≤ ， ( ,ξ ξ ∈ −∞ − ， [ ]1,0υ∈ − ， 0,1,2,i = ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

0
0 2 1

0

0
3 1

0

1
1

d d

1 1 d

1

i

i

i

i

i

i

P s s c DV F b cir cir

F b c i r c i r

c rP b i DV

ξ
ϕ ϕ ξ ξ ε ϕ ξ υ υ

ε ϕ ξ υ υ

ϕ ξ ξ

∞

−∞ −
=

∞

−
=

∞

=

′≤ − + − +

′+ − + + +

 ≤ + − 
 

∑∫ ∫

∑ ∫

∑

。 

对任意的 0T > 及ξ ξ≤ − ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
1 0 0 0 0

1
1 d d di

T T
i

c rP b i P s s P s s P s s PT T
ξ ξ

ξ
ϕ ξ ϕ ϕ ϕ ξ ϕ ξ

∞

−∞ − −
=

 + ≥ ≥ = + ≥ − 
 

∑ ∫ ∫ ∫ 。 

记
1

1

0

1
0

i

i
c rP b i

P
β

∞

=

 + 
 = >

∑
，取 1T eβ= + ；记

T
βα = ，则 ( ) ( )Tϕ ξ αϕ ξ− ≤ ，ξ ξ≤ − ； ( )0,1α ∈ 。取

1
T

µ = ，

则
1 1ln
T

µ
α

≤ 。定义 ( ) ( )e µξϕ ξ ϕ ξ −= ， ( ,ξ ξ ∈ −∞ − ，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1e e eTT T Tµ ξ µξ µξϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ
α

− − − −− = − ≤ − ≤ = ， ( ,ξ ξ ∈ −∞ − 。 

因此，对 ( ,ξ ξ ∈ −∞ − ，有 ( ) ( ) ( )
,

e max :
T

dµξ

ξ ξ
ϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ−

 − 
= ≤ = 。又 ( ) 0ϕ ξ ≥ ， ( ,ξ ξ ∈ −∞ − ，故 

( ) ( )1 1
1 1

1 1
e 1 e 1i i

i i
V D c rP b i D c rP b i dµξ µξξ ϕ ξ

∞ ∞
− − − −

= =

   ≤ + ≤ +   
   

∑ ∑ ， ( ,ξ ξ ∈ −∞ − 。 

根据(3.5)，对 ( ,ξ ξ ∈ −∞ − ，有 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
0

1 1
3

0

11 2
1 2 3

1 0 0

1 2

e

e e + e e

e 1 e e

1 1 e 1 e

1

ciri cir

i

c i r c i ri

i

c i ri i cir i

i i i

DV

cV F b cir

F b c i r

D c rP b i d d F b d F b

d D c r

µξ

µ ξµξ µξ µ

µ ξ µµξ

µµ

ξ

ξ ε ϕ ξ ϕ ξ

ε ϕ ξ ϕ ξ

ε ε

−

∞
− −− − −

=
∞

− − + − +−

=
∞ ∞ ∞

− +− −

= = =

−

′

 ′≤ + − − 

 ′+ − + − + 
    ′ ′≤ + + − + + − +      

≤ +

∑

∑

∑ ∑ ∑

2 3 2 3
1

1

e
+

1 1 e

cr
i

cr
i

F F F FP b i
b b

µ

µ

−∞

−
=

 ′ ′ ′ ′+ +  +   − −  
∑

。 

至此，证明了存在 1 2, , 0d dµ > ，使得对任意的ξ ∈，有 
( ) 1eV dµξξ − ≤ ， ( ) 2eV dµξξ −′ ≤ 。 

引理3.2.对 *c c≥ ，设 ( )V ξ 是方程(2.1)的满足 
( ) 0V −∞ = ， ( ) ( )+ 1V b K∞ = −  

的单调行波解，
( )1 2 3

1
1e 1

F F F r
bb

 ′ ′ ′+ + −  < ，则存在 0κ > ，使得 
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( ) 1lim ekV λ ξ

ξ
ξ ξ κ− −

→−∞
= 。 

其中 *c c> 时， 0k = ； *c c= 时， 1k = 。 
证明：定义 

( ) ( )e dV λξλ ξ ξ
+∞ −

−∞
Φ = ∫ ， 

由引理3.1知，对任意满足 0 Reλ µ< < 的复数 λ ， ( )λΦ < ∞。由分部积分法，有 

( ) ( )e dV λξξ ξ λ λ
+∞ −

−∞
′ = Φ∫ ， ( ) ( )2e dV λξξ ξ λ λ

+∞ −

−∞
′′ = Φ∫ 。 

注意到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( )

1 2 3
0 0

1 2 3
0 0

0 0

1

1

, , 1

:

i i

i i

i i

i i

i i

i i

DV cV F V F b V cir F b V c i r

F V F b V cir F b V c i r

F V b V cir b V c i r

ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ψ ξ

∞ ∞

= =
∞ ∞

= =
∞ ∞

= =

′ ′ ′′′ ′− + + − + − +

′ ′ ′= + − + − +

 − − − + 
 

=

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑
， 

故有 

( ) ( ) ( )12
1 2 3

0 0
e e e dc i ri cir i

i i
D c F F b F b λλ λξλ λ λ ψ ξ ξ

∞ ∞ +∞− +− −

−∞
= =

 ′ ′ ′− + + + Φ =  
∑ ∑ ∫ ， 

即 

( ) ( ) ( ), e dq c λξλ λ ψ ξ ξ
+∞ −

−∞
Φ = ∫                                (3.6) 

一方面，因为 ( ) 0,V ξ ξ≥ ∈，由Laplace变换的性质知，存在 λ µ≥ ， ( )λΦ 在带形域 0 Reλ λ< < 上

解析，而点 λ λ= 是 ( )λΦ 的奇异点。 
另一方面，由(H4)知，对任意的ξ ∈，有 

( ) ( ) ( ) ( )( )
2 2

2
1 2 3

0 0
1i i

i i
M V M b V cir M b V c i rψ ξ ξ ξ ξ

∞ ∞

= =

   ≤ + − + − +      
∑ ∑ ， 

又因为
( )1 2 3

1
1e 1

F F F r
bb

 ′ ′ ′+ + −  < ，所以 

( )

0

1 1 2 3
1

11
1e e e 1

i

i

P cr
c rP b i F F F r

cr bb b bµ

+∞

=

⋅
   +  ′ ′ ′+ +   −   

∑
≤ ≤ < ， 

从而
0

ei cir

i
b µ

∞

=
∑ 收敛。因此，由引理 3.1，有 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

2 2
+ 2

1 2 3
0 0

1 2
0 0

3
0

e d e d e d 1 e d

e e d e e d

1

i i

i i

i i

i i

i

i

M V M b V cir M b V c i r

M V V M b V cir b V cir

M b V c i r

λξ λξ λξ λξ

λ µ ξ λ µ ξµξ µξ

ψ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ

∞ ∞∞ +∞ +∞ +∞− − − −

−∞ −∞ −∞ −∞
= =

∞ ∞+∞ +∞− − − −− −

−∞ −∞
= =

∞

=

   ≤ + − + − +      
   = ⋅ + − −      

+ − +

∑ ∑∫ ∫ ∫ ∫

∑ ∑∫ ∫

( )( ) ( )

0
e 1 e di

i
b V c i r λ µ ξµξ ξ ξ

∞+∞ − −−

−∞
=

   − +      
∑ ∑∫
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

1 1 2 1
0 0

11 1
3 1

0 0

1 1 2 1
0 0

e d e e e d

e e 1 e d

e d e e e

cir ciri cir i

i i

c i rc i r c i ri i

i i

i cir i cir

i i

M d V M d b b V cir

M d b b V c i r

M d V M d b b V cir

λ µ ξ λ µ λ µ ξµ

λ µ ξµ λ µ

λ µ ξ λµ µ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ ξ

∞ ∞+∞ +∞− − − − − − −−

−∞ −∞
= =

∞ ∞ +∞ − − − +− + − − +

−∞
= =

∞ ∞+∞ − − − −−

−∞
= =

≤ + −

+ − +

≤ + −

∑ ∑∫ ∫

∑ ∑ ∫

∑ ∑∫ ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )

11 1
3 1

0 0

1 1 2 3

d

e e 1 e d

1
1 e 1 e

cir

c i rc i r c i ri i

i i

cr cr

M d b b V c i r

d M M M
b b

µ ξ

λ µ ξµ µ

µ µ

ξ

ξ ξ

λ µ

+∞ −

−∞

∞ ∞ +∞ − − − +− + +

−∞
= =

−

+ − +

 
 = + + Φ −
 − − 

∫

∑ ∑ ∫

 

这样 ( )+
e dλξψ ξ ξ

∞ −

−∞∫ 在带形域 0 Reλ λ µ< < + 上解析。类似于文[17]中Proposition 2.3 的证明，可得

( )λΦ 在带形域 10 Reλ λ< < 上解析，而 ( )+
e dλξψ ξ ξ

∞ −

−∞∫ 在带形域 10 Re +λ λ µ< < 上解析。 

定义函数 

( ) ( )0
e dH V λξλ ξ ξ−

−∞
= ∫ . 

因为 *c c> 时 1λ 是方程 ( ), 0q cλ = 单根， *c c= 时 1λ 是方程 ( ), 0q cλ = 二重根，所以由(3.6)有 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
0

1
1

e d , e d

, k

q c V H
H

q c

λξ λξψ ξ ξ λ ξ ξ λ
λ

λ λ λ

+∞ +∞− −

−∞
+

−
= =

−
∫ ∫ ， 

其中 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) 10
1

e d , e d

,
kq c V

H
q c

λξ λξψ ξ ξ λ ξ ξ
λ λ λ

λ

+∞ +∞− −
+−∞

−
= −∫ ∫  

在带形域 10 Reλ λ< ≤ 上解析， *c c> 时， 0k = ； *c c= 时， 1k = 。 
又 ( )V ξ 在单调递增，因此由Ikehara定理有 

( ) ( )
( ) ( )1 1

1lim e :
1

k H
V H

k
λ ξ

ξ

λ
ξ ξ λ κ− −

→−∞
= = =
Γ +

， 

其中 *c c> 时， 0k = ； *c c= 时， 1k = 。证毕。 

引理3.3.假设(H6)成立。若
( )1 2 3

1
1e 1

F F F r
bb

 ′ ′ ′+ + −  < ，则对任意的 *c c> ，方程(2.1) 满足 

( ) 0V −∞ = ， ( ) ( )+ 1V b K∞ = −  

的单调行波解在平移意义下是唯一的。 
证明：对任意的 *c c> ，设 ( ) ( )1 2,V Vξ ξ 是方程(2.1) 满足 

( ) ( )1 2 0V V−∞ = −∞ = ， ( ) ( ) ( )1 2 1V V b K+∞ = +∞ = −  

的两个单调行波解。不失一般性，不妨设 ( ) ( )1 2 ,V Vξ ξ ξ≥ ∈，由引理3.2，可定义函数 

( ) ( ) ( ) 1
1 2 e ,  W V V λ ξξ ξ ξ ξ−= − ∈   

， 

使得 ( ) 0W ±∞ =  (必要时作适当的平移)，从而存在 0ξ ∈，使得 

( ) ( )0 max 0W Wξξ ξ∈= ≥


。 
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由于 ( )0 0W ξ′ = ， ( )0 0W ξ′′ ≤ ，且 

( ) ( ) ( ) ( ) 1
1 1 2 eW W V V λ ξξ λ ξ ξ ξ − ′ ′′ = − + −

 
， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 1 1 2 1 2e eW W V V V Vλ ξ λ ξξ λ ξ λ ξ ξ ξ ξ− −′′ ′ ′ ′ ′′ ′′= − − − + −       ， 

因此， 

( ) ( ) ( )1 0
1 0 2 0 1 0eV V Wλ ξξ ξ λ ξ−′ ′ − =  ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 0 2
1 0 2 0 0 1 1 0 2 0 1 0e eV V W V V Wλ ξ λ ξξ ξ ξ λ ξ ξ λ ξ− −′′ ′′ ′′ ′ ′   − = + − ≤    。 

由(H6)，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 0 2 0 1 2 1 0 1 0 1 0
0 0

2 0 2 0 2 0
0 0

1 0 2 0 1 1 0 2 0 2 1 0 2 0
0

, , 1

, , 1

i i

i i

i i

i i

i

i

c V V D V V F V b V cir b V c i r

F V b V cir b V c i r

D V V F V V F b V cir V cir

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

+∞ +∞

= =
+∞ +∞

= =
+∞

=

 ′ ′ ′′ ′′ − = − + − − +       
 − − − + 
 

′ ′′′ ′′     ≤ − + − + − − −     

′+

∑ ∑

∑ ∑

∑

( )( ) ( )( )3 1 0 2 0
0

1 1i

i
F b V c i r V c i rξ ξ

+∞

=

 − + − − + ∑

 

进一步地，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 12
1 0 1 1 0 2 0 3 0

0 0
e e 1 .c i ri cir i

i i
c W D F W F b W cir F b W c i rλλ ξ λ ξ ξ ξ

+∞ +∞
− +−

= =

 ′ ′ ′≤ + + − + − +  ∑ ∑  

注意到 ( )1, 0q cλ = ，因此有 

( ) ( ) ( )11 12
1 0 1 1 2 3 0

0 0
e e c i rciri i

i i
c W D F F b F b Wλλλ ξ λ ξ

+∞ +∞
− +−

= =

 ′′ ′= + + +  
∑ ∑ ， 

从而可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )11 1
2 0 0 3 0 0

0 0
e e 1 0c i rciri i

i i
F b W W cir F b W W c i rλλ ξ ξ ξ ξ

+∞ +∞
− +−

= =

 ′ ′ − − + − − + ≤   ∑ ∑ ， 

这意味着 ( ) ( )0 0 , 1, 2,W W cir iξ ξ= − = 。令  +i → ∞，则 ( )0 0W ξ = ，即 ( ) ( )1 2 ,V Vξ ξ ξ≡ ∈。证毕。 
定理3.1的证明：设存在某个ξ ∈，使得对任意的ξ ′∈， ( ) ( )1 2U Uξ ξ ξ ′≠ + 。令 

( ) ( ) ( )1 1 1V U bU crξ ξ ξ= − − ， ( ) ( ) ( )2 2 2V U bU crξ ξ ξ= − − ， 

则 ( ) ( )1 2,V Vξ ξ 是方程(2.1)满足 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 20,  1V V V V b K−∞ = −∞ = +∞ = +∞ = − ， 

的单调行波解。由引理3.3知，存在ξ ′∈，使得 ( ) ( )1 2V Vξ ξ ξ ′≡ + ，从而 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2
1 1

i i

i i
U b V cir b V cir Uξ ξ ξ ξ ξ ξ

+∞ +∞

= =

′ ′= − = + − = +∑ ∑ 。 

这与假设矛盾，因此定理3.1的结论成立。证毕。 
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