
Pure Mathematics 理论数学, 2017, 7(4), 322-333 
Published Online July 2017 in Hans. http://www.hanspub.org/journal/pm 
https://doi.org/10.12677/pm.2017.74042  

 
 

Homotopy Analysis Sumudu Transform  
Method for Solving a Class of Time  
Fractional Partial Differential Equations 

Bohui Yang, Xindong Zhang* 
College of Mathematics Sciences, Xinjiang Normal University, Urumqi Xinjiang 

 
 
Received: Jun. 29th, 2017; accepted: Jul. 14th, 2017; published: Jul. 19th, 2017 

 
 

 
Abstract 
In this article we have applied homotopy analysis Sumudu transform method (HASTM) to solve a 
class of time Fractional partial differential equations (ACFPDEs) with time fractional derivative in 
Caputo sense. Finally, the accuracy and simplicity of the method are illustrated by the calculation 
of specific examples. 
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摘  要 

本文主要研究同伦分析Sumudu变换方法在求解一类Caputo时间分数阶偏微分方程中的应用。数值算例
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表明该方法具有较好的准确性和简便性。 
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1. 引言 

为了把复杂的线性和非线性的分数阶偏微分方程转变为简单的代数形式，许多的分数阶积分和微分

变换已经被用来获得 FPDE 的精确解和近似解[1]。Kumar 和他的同事们成功地将同伦分析变换方法也就

是拉普拉斯变换和同伦分析方法应用于解决分数阶 Fornberg-Whitham 方程，Volterra 积分方程，分数阶

波动方程，浅水波传播过程中产生耦合的 Boussinesq-Burger 方程。Watugala 介绍了 Sumudu 变换并且和

Weerakoon 讨论了该变换的一些性质[2]。此外，Belgacem [3] [4] [5]提供了 Sumudu 变换的精确定义，并

讨论了应用许多结果、性质和关系求解 FDEs 和 FPDEs 的更好的实现方法，从而增加了关于这个变换的

文献。一般可以很容易地将许多时间分数阶线性和非线性偏微分方程进行转化，类似的，可以将 Caputo，
Riemann-Liouville，Ritzs 等类型的空间分数阶导数进行转化。文献[6]中介绍了求解非线性 Riccati 微分方

程的多级同伦分析方法。目前同伦分析方法被广泛地应用于求解各种类型的线性和非线性偏微分方程[7] 
[8] [9]。 

构造偏微分方程的精确解和显式解，对于更好地理解复杂物理现象的机理具有重要意义。针对求解

分数偏微分方程的近似解析解，提出了一些方法，例如变分迭代方法[10] [11]，Adomian 分解法[12] [13]，
分数子方程法[14] [15]，同伦摄动方法[16] [17] [18]。所以寻找分数阶偏微分方程新的解析解是一个重要

的课题，也可为其他相关研究提供有价值的参考。同伦分析方法将问题转化为不使用摄动技术的无穷数

量的线性问题，该方法利用拓扑同伦的概念生成一个收敛的级数解。同伦分析方法可应用于解决服从 
Neumann 边界条件的分数阶热偏微分方程[19]和分数阶扩散波动方程[20]。在[21]中，作者用同伦分析方

法解决了不同的线性和非线性分数阶偏微分方程。 
本文主要考虑基于 Sumudu 变换和同伦分析方法结合的分析方法，以提供在 Riemann-Liouville 和

Caputo 意义上的一类时间分数阶偏微分方程的一种新的近似解析解。 

2. 预备知识 

本节简要描述了利用分数阶微积分的理论来获得解决方案的思想，从而为本文所涉及问题的解决方

案提供理论基础。本节描述了 Caputo 导数、Riemann-Liouville 分数阶积分、Sumudu 变换以及 Mittag-Leffle 
函数的的基本定义，并且对一些分数阶导数的扩展也做了简要地介绍。 

定义 2.1 [22] [23]：函数 ( ) , 1f t Cµ µ∈ ≥ − ，其中 0α ≥ ，对其左边进行α 阶 Riemann-Liouville 积分操

作的定义如下： 

( ) ( ) ( ) ( )1

0

1 d , 0, 0,
t

J f t t f tαα τ τ τ α
α

−= − > >
Γ ∫  
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且  

( ) ( )0 .J f t f t=  

定义 2.2 [24]：对于函数 ( ) , 0f t t > ，若存在一个实数 ( )p µ> ，使得 ( ) ( )1  pf t t f t= ，其中 ( ) [ )1  0,f t ∈ ∞ ，

那么就说 ( )f t 属于空间 ,µ µ ∈ ，若 ( ) ,f m C m Nµ∈ ∈ ，我们就说 ( )f t 属于空间 mCµ 。 

定义 2.3 [25]：函数 ( )f t 的左 Caputo 导数定义如下： 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )1

0

,
1 d .

m m

t mt m

J D f t
D f t

t f
m

α

α
ατ τ τ

α

−

− −


=  −Γ −

∫
 

其中 1 , , 0m m m N tα− < ≤ ∈ > 。 
定义 2.4 [26]：对 Caputo 分数阶导数的 Sumudu 变换 ( )f t   定义如下： 

( ) ( ) ( ) ( )1
0 0 ,n kk

t kD f t u f t u fα α α−− − + +
=

  = −    ∑   

其中 
1 .n nα− < ≤  

定义 2.5 [27]：Jihuan He 的分数阶导数定义如下： 

( )
( ) ( ) ( ) ( )1

00

1 d , 1 .
n t n
n

f t
t f f n n

t n t

α
α

α τ τ τ τ α
α

− −∂ ∂
= − − − < ≤  ∂ Γ − ∂ ∫  

定义 2.6 [26]：在 90 年代早期，Watugala 介绍了一种初始的积分变换。函数集 

( ) ( ) ( ) [ )1 2| , , 0, e , if 1 0,j

t
jA f t M f t M tττ τ

  = ∃ > < ∈ − × ∞ 
  

 

上的 Sumudu 变换定义如下： 

( ) ( ) ( ) ( )1 20
e d , , ,tG u f t f ut t u τ τ

∞ −= = ∈ −   ∫  

定义 2.7 [26]：当 ( ) f t tα= 时，Sumudu 变换的定义如下：  

[ ]1 1,=  

( ) ( ) ( )
0

e 0,d 1 .tt ut t u Rαα αα α
∞ −  = = Γ + >  ∫  

定义 2.8 [28]：Mittag-Leffler 函数是指数函数的推广，定义为： 

( ) ( )0 , 0, ,
1

j

j

tE t t
jα α

α
∞

=
= > ∈

Γ +∑   

( ) ( ), 0 , , 0, ,
j

j

tE t t
jα β α β

α β
∞

=
= > ∈

Γ +∑   

Mittag-Leffler 函数的一些特殊例子如下： 
1、 ( )1 etE t = ， 

2、 ( ) ( ),1E t E tα α= 。 
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3. 同伦分析 Sumudu 变换方法的基本思想 

本节考虑以下方程[29]： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 , , , , , , , 1 ,tD f x t x f x t x t f x t x f x t K x t n n
x t

α ω χ λ α∂ ∂
+ + + = − < ≤

∂ ∂
       (1) 

( ) ( ) ( ) ( )0 10, , 1, ,f t t f t tε ε= =  

对方程(1)的两边做 Sumudu 变换，我们得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 , , , , , , 0,tD f x t x f x t x t f x t x f x t K x t
x t

α ω χ λ
 ∂ ∂  + + + − =   ∂ ∂ 

           (2) 

再对方程(2)的两边使用定义 2.4，我们得到 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
0

2

2

, ,0

, ,
, , , 0

n kk
ku f x t u f x

f x t f x t
x x t x f x t K x t

x t

α α

ω χ λ

−− − +
=

−  
 ∂ ∂

+ + + − = ∂ ∂ 

∑


                (3) 

定义如下非线性算子： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

0

2

2

, ; , ; ,0

, ; , , ; , ; , ,

n
kk

k
N x t q u x t q u f x

x x t q x t x t q x x t q K x t
x t

α αϕ ϕ

ω ϕ χ ϕ λ ϕ

−
− − +

=

= −      

 ∂ ∂
+ + + − ∂ ∂ 

∑


              (4) 

其中 [ ]0,1q∈ 是一个嵌入参数， ( ), ;x t qϕ 是一个与  ,x t 和 q 有关的实函数。构造如下同伦 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )01 , ; , , , ; ,q x t q f x t qH x t N x t qϕ ϕ− − =                           (5) 

其中 是一个非零辅助参数， ( ) , 0H x t ≠ 是辅助函数， ( )0 ,f x t 是未知函数 ( ),f x t 的初始猜测。辅助参数

的选择对同伦分析 Sumudu 变换方法具有很重要的意义。观察方程(5)，当 0q = 或 1q = 时[26]  

( ) ( ) ( ) ( )0, ;0 , , , ;1 , ,x t f x t x t f x tϕ ϕ= =                               (6) 

当 q 从 0 变换到 1 时，方程的解就从初始推论 ( )0 ,f x t 收敛到解 ( ),f x t 。 ( ), ;x t qϕ 在 q 处的泰勒展式

[26]如下： 

( ) ( ) ( )0 1, ; , , ,m
mmx t q f x t q f x tϕ ∞

=
= +∑                               (7) 

其中 

( ) ( )
0

1, , ; ,
!

m

m m
q

f x t x t q
m q

ϕ
=

∂
=

∂
                                 (8) 

级数解(7)的收敛性依赖于初始猜测、辅助线性算子和辅助函数。级数(7)收敛于 1q = 。因此，我们得

到 

( ) ( ) ( )0 1, , , ,mmf x t f x t f x t∞

=
= +∑                                 (9) 

这是原方程的一个解。上面的表达式为我们提供了初始猜测 ( )0 ,f x t 和精确解 ( ),f x t 之间的联系，即

( ) ( ), 1,2,3,mf x t m =  ，其表达式有待确定。 
定义矢量 
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( ) ( ) ( ) ( ){ }0 1 2, , , , , , , , ,m mf x t f x t f x t f x t=f                            (10) 

对方程(5)中的参数 q 做m 阶导数后取 0q = ，最后再除以 !m ，得m 阶形变方程如下： 

( ) ( ) ( ) [ ]1, , , , , ,m m m mf x t f x t qH x t R x tδ −− =   f                         (11) 

其中 

0 1,
1 1,m

m
m

δ
≤

=  >
                                     (12) 

[ ] ( )
( )1

1

0

, ;1, ,
1 !

,
m

m m

q

N x t q
R x t

m q
ϕ−

−

=

∂   =
− ∂

f                            (13) 

用这种方法，简单获取 ( ),mf x t 其中 1m ≥ 。因此可得： 

( ) ( )0, , ,N
mmf x t f x t

=
= ∑                                    (14) 

其中 N →∞，(14)既是方程(1)的简单近似解。 

4. 数值算例 

本节我们将通过一些数值算例来验证同伦分析 Sumudu 变换方法的有效性和精确性。  
例 4.1 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2
2, , , 2 1 ,tD f x t x f x t f x t t x

x x
α α∂ ∂

+ + = + +
∂ ∂

                    (15) 

[ ] [ ]0,1 , 0,1 , 0 1,x t α∈ ∈ < ≤  

边界条件： 

( ) ( ) ( )
( )

2 2 1
0, 2 1, 1 ,, 2

2 1
f t t f t tα α α

α
Γ +

= = +
Γ +

 

初始条件： 

( ) 2 ,,0f x x=  

方程(15)的精确解  

( ) ( )
( )

2 2 1
, 2 ,

2 1
f x t x t α α

α
Γ +

= +
Γ +

                             (16) 

对方程(15)的两边做 Sumudu 变换，我们得到 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2
2, , , 2 1 0,tD f x t x f x t f x t t x

x x
α α ∂ ∂  + + − + + =   ∂ ∂ 

                 (17) 

再对方程(17)的两边使用定义 2.4，我们得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
2 , ,0 , , 2 1 0,f x t f x u x f x t f x t t x

x x
α α ∂ ∂

− + + − + + =     ∂ ∂ 
   

非线性算子定义如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
2, ; , ; ,0 , ; , ; 2 1 ,N x t q x t q f x u x x t q x t q t x

x x
α αϕ ϕ ϕ ϕ

 ∂ ∂
= − + + − + +         ∂ ∂ 
   
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得到 m 阶形变方程后应用 Sumudu 变换的逆变换，我们可以得到： 

( ) ( ) ( ) [ ]1
1, , , , , ,m m m mf x t f x t qH x t R x tδ −
−= +   f                         (18) 

其中  

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

[ ] ( ) ( ) ( )

2
2

1 0 0 02

2

1 1 12

, , , ,0 , , 2 1 ,

, , , , , ,m m m m

R x t S f x t f x u S x f x t f x t t x
x x

R x t S f x t u S x f x t f x t
x x

α α

α
− − −

  ∂ ∂
= − + + − + +     ∂ ∂  


 ∂ ∂ = + +     ∂ ∂ 

f

f
          (19) 

由于 ( ) ( ) 2
0 , ,0f x t f x x= = ，令 ( ), 1H x t = ，由方程(18)及方程(19)可得到方程(15)的近似解析解，这

里 1,2,m = ，我们可以得到： 

( ) ( )
( )

2
1

1
, 2

2 1
f x t t α α

α
Γ +

= − ×
Γ +

 ， 

( ) ( ) ( )2 1, 1 ,f x t f x t= +  ， 

( ) ( ) ( )3 2, 1 ,f x t f x t= +  ， 

等。以同样的方式，可以获得方程(15) 4m ≥ 的其他部分。方程(15)的解是由下式可得， 

( ) ( )0, , ,mmf x t f x t∞

=
= ∑  

同伦分析 Sumudu 变换方法级数解的精度和收敛性取决于辅助参数的仔细选择。在这里，我们选择

1= − ，即可得： 

( ) ( )
( )

2 2 1
, 2 ,

2 1
f x t x t α α

α
Γ +

= +
Γ +

                             (20) 

其中方程(20)与方程(16)相等。 
例 4.2 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2
2

2, , , 2
3

,tD f x t f x t f x t x x t
x

α α

α
−∂

+ = + −
∂ Γ −

                  (21) 

[ ] [ ]0,2 , 0,1 , 0 1,x t α∈ ∈ < ≤  

边界条件： 

( ) ( ) ( )20, 0, 1, 2 ,f t f t x x= = −  

初始条件： 

( ),0 0,f x =  

方程(21)的精确解为： 

( ) ( )2 2, 2 ,f x t x x t= −                                 (22) 

对方程(21)的两边做 Sumudu 变换，我们得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2
2

2 , , , 2 0,
3tD f x t f x t f x t x x t

x
α α

α
− ∂  + − − − =   ∂ Γ − 

              (23) 
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再对方程(23)的两边使用定义 2.4，我们得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2
2

2 , ,0 , , 2 0,
3

f x t f x u f x t f x t x x t
x

α α

α
− ∂

− + − − − =     ∂ Γ − 
   

定义非线性算子如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2
2

2, ; , ; ,0 , ; , ; 2 ,
3

N x t q x t q f x u x t q x t q x x t
x

α αϕ ϕ ϕ ϕ
α

− ∂
= − + − − −         ∂ Γ − 
   

得到𝑚𝑚阶形变方程后应用 Sumudu 变换的逆变换，我们可以得到： 

( ) ( ) ( ) [ ]1
1, , , , , ,m m m mf x t f x t qH x t R x tδ −
−= +   f                      (24) 

其中  

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

[ ] ( ) ( ) ( )

2
2 2

1 0 0 02

2

1 1 12

2, , , ,0 , , 2 ,
3

, , , , , ,m m m m

R x t f x t f x u f x t f x t x x t
x

R x t f x t u f x t f x t
x

α α

α

α
−

− − −

  ∂
= − + − − −     Γ −∂   


 ∂ = + −     ∂ 

f

f

 

 
     (25) 

由于 ( ) ( )0 , ,0 0f x t f x= = ,令 ( ), 1H x t = ，由方程(24)及方程(25)可得到方程(21)的近似解析解，这里

1,2,m = ，我们可以得到： 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2 2
1

2, 2 2 2 ,
3
tf x t x x t x x

α

α

+

= − − − − +
Γ −

   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2 2 2
2 1

2 2, 1 , 2 2 2 2 2 ,
3 3 2
t tf x t f x t x x x x

α α

α α

+ +

= + − − + − − + ×
Γ − Γ +

    

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

2
2 3 2

3 2

2 2 2 3
2 3 2 3 2

2, 1 , 2 2
3

2 22 2 2 2 2 2 3 ,
3 2 3 3

tf x t f x t x x

t tx x x x

α

α α

α

α α

+

+ +

= + − + − +
Γ −

− + − + × − − + ×
Γ + Γ +

  

  

 

等。以同样的方式，可以获得方程(21) 4m ≥  的其他部分。方程(21)的解是由下式可得， 

( ) ( )0, , ,N
mmf x t f x t

=
≈ ∑  

其中我们选择 1= − ，即可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2 2
0

2 , 2 1 2 2 ,
3

N
NN

mm

tf x t x x t x x N
N

α

α

+

=
= − + − − + ×

Γ +∑  

当 N →∞，将用到以下解决方案： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2 2 2 22 , lim 2 1 2 2 2 ,
3

N
N

N

tf x t x x t x x N x x t
N

α

α

+

→∞
= − + − − + × = −

Γ +
           (26) 

此结果与原方程精确解相等。 
例 4.3 考虑时间分数阶 Klein-Gordon 方程 

( ) ( ) ( )
2

2, , , 2sin , 1 2.tD f x t f x t f x t x
x

α α∂
= − + < ≤
∂

                        (27) 
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初始条件： 

( ) ( ),0 sin , ,0 0,tf x x f x= =                                   (28) 

方程(27)的精确解 

( ) ( ),2, sin ,f x t x tE tαα= + −                                   (29) 

对方程(27)的两边做 Sumudu 变换，我们得到 

( ) ( ) ( )
2

2 , , , 2sin 0,tD f x t f x t f x t x
x

α  ∂  + − + =   ∂ 
                         (30) 

再对方程(30)的两边使用定义 2.4，我们得到 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 , ,0 , , 2sin 0,f x t f x u f x t f x t x
x

α  ∂
− + − + =     ∂ 

   

定义非线性算子如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2, ; , ; ,0 , ; , ; 2sin ,N x t q x t q f x u x t q x t q x
x

αϕ ϕ ϕ ϕ
 ∂

= − + − +         ∂ 
   

得到 m 阶形变方程后应用 Sumudu 变换的逆变换，我们可以得到： 

( ) ( ) ( ) [ ]1
1, , , , , ,m m m mf x t f x t qH x t R x tδ −
−= +   f                         (31) 

其中  

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

[ ] ( ) ( ) ( )

2

1 0 0 02

2

1 1 12

, , , ,0 ,0 , , 2sin ,

, , , , , ,

t

m m m m

R x t f x t f x uf x u f x t f x t x
x

R x t f x t u f x t f x t
x

α

α
− − −

  ∂
= − − − − −     ∂  


 ∂ = − −     ∂ 

f

f

 

 
           (32) 

由于 ( ) ( )0 , ,0 sinf x t f x x= = ，令 ( ), 1H x t = ，由方程(31)及方程(32)可得到方程(27)的近似解析解，

这里 1,2,m = ，我们可以得到： 

( )1 , ,f x t t= −  

( ) ( ) ( ) ( )
1

2
2 1, 1 , ,

2
tf x t f x t
α

α

+

= + −
Γ +

   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1

2 3 3
3 2, 1 , ,

2 2 2
t tf x t f x t
α α

α α

+ +

= + + + −
Γ + Γ +

     

等。以同样的方式，可以获得方程(27) 4m ≥ 的其他部分。方程(27)的解是由下式可得， 

( ) ( )0, , ,mmf x t f x t∞

=
= ∑  

选择 1= − ，即可得： 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1

,2, sin sin ,
2 2 2

t tf x t x t x tE t
α α

α
αα α

+ +

= + − + + = + −
Γ + Γ +

                   (33) 

此结果与原方程的精确解相等。 
方程(33)中若 2α = ，则 
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( ) ( ) ( )
3 5

, sin sin sin ,
4 6

t tf x t x t x t= + − + + = +
Γ Γ

  

此结果与方程(28)完全一致。 
例 4.4  

( ) ( ) ( ) ( )
2

3 3 3
2, , , 6 6 1 2,,tD f x t f x t f x t x t x x t

x
α α∂

= − + + − < ≤
∂

                   (34) 

具有以下初始条件： 

( ) ( ),0 0, ,0 0,tf x f x= =                                    (35) 

若 2α = ，方程(34)的精确解为： 

( ) 3 3,,f x t x t=                                        (36) 

对方程(34)的两边做 Sumudu 变换，我们得到 

( ) ( ) ( ) ( )
2

3 3 3
2 , , , 6 6 0,tD f x t f x t f x t x t x x t

x
α  ∂  − − + + − =   ∂ 

                    (37) 

再对方程(37)的两边使用定义 2.4，我们得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

3 3 3
2  , ,0 , , 6 6 0,f x t f x u f x t f x t x t x x t

x
α  ∂

− − − + + − =     ∂ 
   

非线性操作如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

3 3 3
2, ; , ; ,0 , ; , ; 6 6 ,N x t q x t q f x u x t q x t q x t x x t

x
αϕ ϕ ϕ ϕ

 ∂
= − − − + + −         ∂ 
   

得到 m 阶形变方程后应用 Sumudu 变换的逆变换，我们可以得到： 

( ) ( ) ( ) [ ]1
1, , , , , ,m m m mf x t f x t qH x t R x tδ −
−= +   f                         (38) 

其中 

[ ] ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

[ ] ( ) ( ) ( )

1 0

2
3 3 3

0 02

2

1 1 12

, , , ,0 ,0

, , 6 6 ,

, , , , , ,

t

m m m m

R x t f x t f x uf x

u f x t f x t x t x x t
x

R x t f x t u f x t f x t
x

α

α
− − −


 = − −  
  ∂ + − − − −  ∂ 
  ∂ = + −     ∂ 

f

f





 

                   (39) 

由于 ( ) ( )0 , ,0 0f x t f x= = ，令 ( ), 1H x t = ，由方程(38)及方程(39)可得到方程(34)的近似解析解，这里

1,2,m = ，我们可以得到： 

( ) ( )
( )

( )

3 33 1

1

6 66, ,
2 4

x x tx tf x t
αα

α α

++ −
= − −

Γ + Γ +
   

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

3 2 1 3 2 3
2 2

2 1

6 6 6 2 6
, 1 , ,

2 2 2 4
x x t x x t

f x t f x t
α α

α α

+ +− − ×
= + − −

Γ + Γ +
    
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

3 2 1 3 2 3
2 3

3 2

3 3 1 3 3 3
3

6 6 6 2 6
, 1 ,

2 2 2 4

6 2 6 6 3 6
   ,

3 2 3 4

x x t x x t
f x t f x t

x x t x x t

α α

α α

α α

α α

+ +

+ +

 − − ×
 = + − + +
 Γ + Γ + 

 − × − ×
 − +
 Γ + Γ + 

  



 

等。以同样的方式，可以获得方程(34) 4m ≥ 的其他部分。方程(34)的解是由下式可得， 

( ) ( )0, , ,N
mmf x t f x t

=
≈ ∑  

选择 1= − ，即可得： 

( ) ( ) ( )
( )

3 3
3 3

0

6 6
, 1 ,

4

N
NN

mm

x N x t
f x t x t

N

α

α

+

=

− ×
= + −

Γ +∑  

当 N →∞，将用到以下解决方案： 

( ) ( )
( )

( )

3 3
3 3 3 3

6 6
, lim 1

4
,

N
N

N

x N x t
f x t x t x t

N

α

α

+

→∞

− ×
= + − =

Γ +
                       (40) 

此结果与方程(36)相等。 

5 结论 

本文主要介绍了一种求解时间分数阶问题的方法，该方法基于同伦分析和 Sumudu 变换的结合，并

且已成功地应用于求解齐次和非齐次微分方程。对于非齐次方程，如果非齐次项是每个变量多项式之和，

则其近似解与精确解基本一致。这种新方法的一个重要优点是运算量低。它可以用来快速求解时间分数

阶和整数阶方程。 
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