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Abstract 

In this paper, we discuss the existence of solutions of boundary value problems for a class of frac-
tional impulsive differential equations. Some fixed point theorems are used to obtain sufficient 
conditions for the existence of solutions of Impulsive Differential Equations. 
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摘  要 

本文讨论了一类分数阶脉冲微分方程的边值问题解的存在性，应用一些不动点定理给出了脉冲微分方程

解的存在性的充分条件。 
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1. 引言 

分数阶微分方程在科技、经济和工程等领域都得到了广泛的应用，引起了广大数学学者的关注和研

究，并在分数阶微分系统方面得到了很多的研究成果[1]-[9]，含有 p-Laplacian 算子的微分方程也逐渐热

门[1] [2] [3]，而对非线性分数阶脉冲微分方程脉冲边值问题的研究相对而言比较少，在文献[4]-[9]中也研

究了含有脉冲项的分数阶微分方程的边值问题，因此本文主要研究含有 p-Laplacian 算子的分数阶脉冲微

分方程边值问题解的存在性。 
在文献[6]中，作者运用 Banach 压缩映射原理和 Leray-Schauder 不动点定理研究了分数阶差分方程边

值问题 
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解的存在性，这里是标准的 Caputo 分数阶导数，其中 ( ),f C R R∈ × ， ( ), ,k kI Q C R R∈ ，是连续函数。 
文献[2]中，作者运用不动点定理研究了如下边值问题 
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解的存在性，这里 0
C Dβ

+ 是标准的 Caputo 分数阶导数。 
受上述文献启发，本文应用不动点定理研究含 p-Laplacian 算子的分数阶脉冲微分方程边值问题 
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解的存在性，其中 0
C Dα

+ 是标准的 Caputo 分数阶导数， 

1 2α< ≤ ， 1 1α β− < ≤ ， 0a ≥ ， 0b > ， 0c ≥ ， 0d > ， 

( )2
dbc a cδ
β

  
= + +    Γ −  

， 0 1,x x R∈ ， ( ),f C J R R∈ × ， ,k kI J R∈ ， 

[ ]0,1J = ， 0 1 10 1k m mt t t t t += < < < < < < =  ， { }1 2\ , , , mJ J t t t′ =   

其脉冲项为 

( ) ( ) ( )k k ku t u t u t+ −∆ = − ， ( ) ( ) ( )k k ku t u t u t+ −′ ′ ′∆ = −  

Open Access

https://doi.org/10.12677/pm.2017.76057
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


刘元彬 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2017.76057 439 理论数学 
 

这里 ( )ku t+ 与 ( )ku t− 分别为 ( )ku t 在 kt t= 处的右左极限， 1,2, ,k m=  ，其中 ( ) 2p
p s s sϕ −= 为 p-Laplacian

算子， 1p > ，并且 ( )p sϕ 的逆算子 ( )q sϕ ，
1 1 1
p q
+ = 。 

2. 相关定义及引理 

在这一节，为了后面的讨论，我们给出一些定义及相关引理。 
令 [ ]0,1J = ， 0 1 10 1k m mt t t t t += < < < < < < =  ， [ ]0 10,J t= ， ( ]1 1 2,J t t= ，  ， ( ],1m mJ t= ，

( ) ( ) ( ){ }, : , 0,1, , ,k kPC J R u J R u C J k m u t+= → ∈ =  并且 存在 ，其 空间 上范 数为 ( )sup
t J

u u t
∈

= ，有 

( ) ( ) ( ) ( ){ }, : , 0,1, , , ,k k kPC J R u J R u C J k m u t u t+ +′= → ∈ =  并且 存在 ，与其范数 { }max ,PC t J
u u u′ ∈

′= ，显

然 PC 与 PC′为 Banach 空间。 
定理 1：设 E 为 Banach 空间，Ω为 E 上的非空有界闭凸子集，算子 :T EΩ→ 为全连续算子，使得

Tu u≤ ， u∀ ∈Ω，则T 在Ω 存在不动点。 
定理 2：设 E 为 Banach 空间， :T E E→ 为全连续算子， { },0 1V u E u Tuµ µ= ∈ = < < ，为有界集，

则T 在Ω存在不动点。 
引理 1：[1] 令 0α > ，则分数阶微分方程 ( )0 0C D u tα

+ = 有唯一解 
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引理 2：[1] 令 0α > ，则有 
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对于边值问题(3)，可通过 ( )p sϕ 的逆算子 ( )q sϕ 将其转化为等价的边值问题 
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引理 3：对于给定函数 [ ]0,1y C∈ ， ( )u t 为如下边值问题的解 
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当且仅当 

( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

1

1

1
1 2 00

1 2

1

1 2

1 1 1

1

1 2
1

1 d ,  

1 d d
1

d
1

,    

k

k k

k

k

t
q

kt tk
q qt t

i

k k ktk i
q i i k i it

i i i

k

k i i i k
i

t s y s t c c t t J

t tt s y s t t s y s t
u t

t t t s y s t I u t t t Q u t

t t Q u t c c t t J

α

α α

α

ϕ
α

ϕ ϕ
α α

ϕ
α

−

−

−

− −

=

−
−

= = =

−

=

 − − − ∈Γ
 −

− + −
Γ Γ −= 

− + − + + − Γ −


+ − − − ∈



∫

∑∫ ∫

∑ ∑ ∑∫

∑

 

其中 

https://doi.org/10.12677/pm.2017.76057


刘元彬 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2017.76057 440 理论数学 
 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1

1 1 2
1

1 1

1 2

1 1 1

1 2

1

11 d d
1

       d 1
1

       
1 2

i i

i i

i

i

m mt tm
i q i qt t

i i

m m mtm i
i q i i m i it

i i i

m

m i i i i q
i

bc tbcc t s y s s t s y s s

bc t t
t s y s s bcI u t bc t Q u t

bdbc t t Q u t t s y

α α

α

α

ϕ ϕ
δ α α

ϕ
α

ϕ
α β

− −

−

+
− −

= =

−
−

= = =

−
−

=

 −
= − + − Γ Γ −

−
+ − + + −

Γ −

+ − + −
Γ − Γ −

∑ ∑∫ ∫

∑ ∑ ∑∫

∑ ( )( )

( ) ( )( ) ( )

1

1

1

0
1 0

1

d

       
2 2

i

i

m t

t
i

m

i i
i

s s

dxbd Q u t bx cx
β β

−

+

=

=


+ − − − Γ − Γ − 

∑ ∫

∑

 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1

1 1 2
2

1 1

1 2

1 1 1

1 2

1

11 d d
1

       d 1
1

       
1 2

i i

i i

i

i

m mt tm
i q i qt t

i i

m m mtm i
i q i i m i it

i i i

m

m i i i i q
i

ac tacc t s y s s t s y s s

ac t t
t s y s s acI u t ac t Q u t

adac t t Q u t t s y

α α

α

α

ϕ ϕ
δ α α

ϕ
α

ϕ
α β

− −

−

+
− −

= =

−
−

= = =

−
−

=

 −
= − + − Γ Γ −

−
+ − + + −

Γ −

+ − + −
Γ − Γ −

∑ ∑∫ ∫

∑ ∑ ∑∫

∑ ( )( )

( ) ( )( )

1

1

1

1 0
1

d

       
2

i

i

m t

t
i

m

i i
i

s s

ad Q u t ax cx
β

−

+

=

=


+ − − Γ − 

∑ ∫

∑

 

证明：设 ( )u t 为(5)的解，由(2)可得 
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由上述定义 ( ) ( ) ( )k k ku t u t u t+ −∆ = − ， ( ) ( ) ( )k k ku t u t u t+ −′ ′ ′∆ = − ，则 
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因此 
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由边值条件 ( ) ( ) 00 0au bu x′− = ， ( ) ( )0 10 1Ccu d D u xβ
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命题得证。 

3. 主要结果 

定义算子 ( ) ( ): , ,T PC J R PC J R→ 如下 
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由引理 3，令 ( ) ( )( ),y t f t u t= 则边值问题(3)有解等价存在不动点，即 u Tu= ，于是(3)有解当且仅当

u Tu= 。 

定理 3：令
( )( )

0

,
lim 0q

u

f t u
u

ϕ
→

= ，
( )

0
lim 0k

u

I u
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= ，
( )

0
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Q u
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= ，并且有 
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Λ = + + + + − + + +  Γ + Γ + Γ − 

+ +  +
+ + − + + +  Γ − 

 +
+ + + ≤  Γ − 

 

证明：首先，证明 ( ) ( ): , ,T PC J R PC J R→ 是全连续算子，T 作用于 , ,k kf I Q 均连续， 
设 Ω 为 ( ) ( ): , ,T PC J R PC J R→ 的有界子集，则存在常数 ( )0 1,2,3,4iL i> = 使得 ( ) 1,f t u L≤ ，

( ) 2kI u L≤ ， ( ) 3kQ u L≤ ， ( )( ) 4,q f t u Lϕ ≤ ，又 
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≤ + + + + − + + +  Γ + Γ + Γ − 
+ +    + +
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因此 Tu L≤ 。 
另一方面 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 04 3211 1 2 1 :

1 2
a x c xac m L LacmL adTu t m ac m Lδ

δ α δ δ β δ

  + +
′ ≤ + + + + + − + =    Γ + Γ −  

 

因此对于 1 2 1 2, , , 0kt t J t t k m∈ ≤ ≤ ≤ 有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

1
2 1 2 1d

t

t
Tu t Tu t Tu s s L t t′− ≤ ≤ −∫  

则 t 在每一个子空间等度连续，由 Arzela-Ascoli 定理，T 为全连续算子，由条件
( )( )

0

,
lim 0q

u

f t u
u

ϕ
→

= ，

( )
0

lim 0k

u

I u
u→

= ，
( )

0
lim 0k

u

Q u
u→

= ，存在常数 ( )0, 0 1,2,3ir iδ> > = 有 ( )( ) 1,q f t u uϕ δ≤ ， ( ) 2iI u uδ≤ ，

( ) 3iQ u uδ≤ ，由 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
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( )( ) ( ) ( )( ) ( )
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δ α δ α β

δ
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δ δ β δ β

 + +
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+ +    + +
+ + − + + + + + + ≤      Γ − Γ −   

 

对于 ( ),u PC J R∈ ，定义 ( ){ },u PC J R u rΩ = ∈ < ， u∈∂Ω时， u r= ，有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )
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有 PC PCTu u′ ′≤ ，由定理 1 算子T 至少存在一个不动点，则(3)至少存在一个解。 
定理 4 ：假设存在正常数 ( )0 1,2,3,4iL i≥ = 使得 ( ) 1,f t u L≤ ， ( ) 2kI u L≤ ， ( ) 3kQ u L≤ ，

( )( ) 4,q f t u Lϕ ≤ ，则(3)至少存在一个解。 
证明：由定理 3，算子T 为全连续算子，此时假设 { },0V u E u Tu uµ µ= ∈ = < < 为有界集，令 u V∈ ，

我们有 
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+ − + −

Γ − Γ −

+ + − + − − −
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∑ ∑∫ ∫

∑ ∑ ∑

 

由条件，有 
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 + +
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+ +    + +
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则对 t J∈ ， 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
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δ δ
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δ δ δ

δ δ β δ β

′

 + +
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+ +    + +

+ + − + + + + + +      Γ − Γ −   

 

又由V 为有界集，故由定理 2 算子T 至少存在一个不动点，则(3)至少存在一个解。 

4. 例子 

对于如下具 p-Laplacian 算子的非线性分数阶脉冲微分方程边值问题 

( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

5
4

5 3 0 2

1
2
0

cos ,
15 2

1 1
2 21 1, ,

2 21 120 20
2 2

0 0 0, 0 1 0

C

k

C

u ttD u t
u tt

u u
u u Q

u u

u u u D u

ϕ +

+

  
=    +   +


                     ′∆ = ∆ =                   + +         


′− = + =



 

这里 0 1
5 5 1, , 1, , 0
3 4 2

p a b c d m x xα β= = = = = = = = = = ，取 1 2 3
1 1 1, ,

50 20 40
L L L= = = 有 1Λ ≤ 满足条

件，由定理 3 和定理 4，边值问题(3)至少存在一个解。 
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