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Abstract 
In this paper, first of all, the mathematical model I is established on anisotropic heat conduction 
equation in m dimension infinite domain. Mathematical model I: seek ( ) ( ){ }w x t x t, ; , make it sa-
tisfy to  
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The free term of the equation is ( ) ( )( )t x x tγ δ − , among them, ( )( )x x tδ −  is m dimensional Di-

racfunction, ( )tγ  is strength function of singular source. The exact solution ( ) ( ){ }w x t x t, ;  of 
the mathematical model I is obtained by the matrix theory and the generalized eigenfunction me-
thod, under the condition that the matrix ( )= kj m m

A a
×

 is real symmetric positive definite matrix 

and =A BBT . The matrix B is a lower triangular matrix, whose main diagonal element is positive. 
The singular internal boundary is demonstrated as ( ) =x t tB T t, 0υ χ+ > > . We establish the free 
boundary problem IIa and problem IIb on homogeneous heat conduction equation. The problem IIa 
is free boundary problem in region ( )t−Ε . The problem IIb is free boundary problem in region 

( )t+Ε . It is also solves these two questions of problem IIa and IIb. These two free boundaries are 

the same ( ) =x t tB T t, 0υ χ+ > > . 
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摘  要 

本文首先建立m维无穷区域 ( ) ( ){ }mx t x R t T, | , 0,Ω ∈ ∈ 中各向异性的热传导方程的数学模型I；寻求向

量函数 ( ) mx x t R T t, 0= ∈ > > 使所求问题的解函数 ( )w x t, 在任意时刻 ( )t T0,∈ 在该向量函数上取区域

mR 中的正的最大值，即 ( )( ) ( ) ( )
mx R

w x t t w x t t T, max , , 0,
∈

= ∈ 称向量函数 ( )x x t t T,0= < < 为最佳热源边

界。并把该问题称为奇异内边界问题。数学模型I(m维无穷区域各向异性非齐次热传导方程齐次初始条

件的奇异内边界问题)：求 ( ) ( ){ }w x t x t, ; ，使其满足 
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其中： ( )( )x x tδ − 为m维狄拉克δ-函数；热传导方程的系数矩阵 ( )= kj m m
A a

×
为m阶实对称非负矩阵。本

文应用矩阵理论和广义特征函数法，在条件A为m阶实对称正定矩阵， =A BBT  ( m mB R ×∈ 为正线下三角

矩阵 )下，获得了数学模型 I的充分光滑的精确解 ( ) ( ){ }w x t x t, ; ，其中奇异内边界的表达式是

( ) =x t tB t T,0υ χ+ < < 。同时获得了m维各向异性齐次热传导方程的自由边界问题IIa和问题IIb的充分光

滑的精确解，且两者的自由边界都是相同的m维向量函数表达式 ( ) =x t tB t T,0υ χ+ < < 。 
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1. 引言 

一个偏微分方程的定解问题，若其定解区域的部分边界是待定的，它和定解问题的解彼此相关且必 
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须同时确定。这类定解问题，人们称之为自由边界问题，其待定边界称为自由边界。所有自由边界问题

都是非线性问题。自由边界问题的研究有着广泛的实际背景。在渗流力学、等离子物理、塑性力学、射

流等方面都提出了各种不同形式的定常和不定常自由边界问题[1]-[12]。为了研究 m 维各向异性热传导方

程的自由边界问题，我们建立起相应的 m 维各向异性热传导方程的奇异内边界问题。本文假设在区域 

( ) ( ){ }, | , 0,mx t x R t TΩ ∈ ∈  

存在无重点的一条奇异内边界 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2, | , 0, , ,x t x x t t T t t x t x tΓ = ∈ ∀ ≠ ≠ ；向量函数 ( ) mx t R∈ 把 mR
分成 ( )t−Ε 和 ( )t+Ε 两部分， ( )0,t T∀ ∈ ，满足条件 ( ) ( ) mt t R− +Ε Ε = ， ( ) ( ) ( )t t x t− +Ε Ε = ；Γ ⊂ Ω把区

域Ω分成两个区域 −Ω 和 +Ω ， − +Ω = Ω Γ Ω  ， − +Ω Ω = Φ (空集)；在 −Ω 和 +Ω 两个区域都分别满足齐次

的 m 维各向异性热传导方程，在奇异内边界Γ上热传导方程具有一定奇性，在整个区域Ω用具有特殊自由项 

( ) ( )( )t x x tγ δ −  

的非齐次 m 维各向异性热传导方程来描述奇异内边界上的奇性， ( )( )x x tδ − 为 m 维狄拉克δ-函数，

( )tγ 为奇异源强度函数。其中奇异内边界 Γ是待定的，它和问题的解函数 ( ),w x t 彼此相关且必须同

时确定。 
显然寻求 ( ){ }, ,w x t Γ 与寻求 ( ) ( ){ }, ,w x t x t 是等价的。我们同时求 ( ) ( ){ }, ,w x t x t ，使其满足数学模型

I。称数学模型 I 为奇异内边界问题。即有 
数学模型 I (m 维无穷区域各向异性非齐次热传导方程齐次初始条件的奇异内边界问题)： 
求 ( ) ( ){ }, ,w x t x t ，使其满足 
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应用矩阵理论和广义特征函数法，在条件 ( )kj m m
A a

×
= 为 m 阶实对称正定矩阵， TA BB=  ( m mB R ×∈ 为

正线下三角矩阵)下，获得了数学模型 I 的充分光滑的精确解 ( ) ( ){ }, ;w x t x t 。同时获得了 m 维各向异性齐

次热传导方程的自由边界问题 IIa 和问题 IIb 的充分光滑的精确解。问题 IIa 和问题 IIb 具有公共的自由边界

( ) , 0x t tB T tυ χ= + > > 。称 m 维向量函数表达式 ( ) , 0x t tB T tυ χ= + > > 为最佳热源边界。表达式 

( ) , 0x t tB T tυ χ= + > > 满足条件
( )dx t B

dt
υ= ；其中 ( )T

1, , mυ υ υ  ， ( )
1

, 1, ,
p

p k kp
k

q r c p mυ
=

= − =∑  。公式

表明 m 维向量 Bυ 由 m 维热传导方程中出现的所有参数 , ,kj ja q r 唯一确定。 

2. 符号说明 

m 为某正整数； m mB R ×∈ 为 m 阶实矩阵， TB 表示 B 的转置矩阵； 

实数集 ( ){ }| ,R s s∈ −∞ ∞ ； 

m 维列向量的集合 ( ){ }T
1| , , ,m

m jR x x x x x R= ∈  ； 

( ) ( )T T 2 2
1 1

1 1
, , , , , , , , ;

m m
m m

m m k k k
k k

x x x R y y y R x y x y x x
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∀ = ∈ = ∈ ∑ ∑     
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向量函数： 

( ) ( ) ( )( )T
1 , , mx t x t x t  ； 

( ) { }T
1, , 0 0, 1, ,m lx x x x l m= > ⇔ > ∈  ； 

( ) { }T
1, , 0 0, 1, ,m lx x x x l m= ≥ ⇔ ≥ ∈  ； 

( ) ( ) , 1, ,j jx x t x x t j m−∞ < < ⇔ −∞ < < =  ； 

( ) ( ) , 1, ,j jx t x x t x j m< < ∞⇔ < < ∞ =  ； 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }E | ,E |t x x x t t x x t x− +−∞ < < < < ∞   

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }E | ,E |t x x x t t x x t x− +−∞ < ≤ ≤ < ∞   

( ) ( ) ( ){ }, | , 0,x t x x t t TΓ = ∈ ； 

( ) ( ){ }, | , 0,mx t x R t TΩ ∈ ∈ ； 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }, | , 0, , , | , 0,x t x t t T x t x t t T− − + +Ω ∈Ε ∈ Ω ∈Ε ∈  ； 

m 维开区间： 

( ) ( ){ }T
1, | , , , , 1, ,m j j jx y s s s s x s y j m= < < =   ； 

m 维闭区间： 

[ ] ( ){ }T
1, | , , , , 1, ,m j j jx y s s s s x s y j m= ≤ ≤ =   ； 

多元(m 元)函数 ( ) ( )1, , mx x xϕ ϕ  ； : mx R Rϕ ∈ → 的连续映射，是定义域是 mR ，值域在 R 中的函

数。函数的支集 ( ){ }supp | 0x xϕ ϕ ≠ ，支集的闭包 ( ){ }supp | 0x xϕ ϕ ≠ ； 

记函数集合 

( ) ( ) ( ) ( ){ }, | , , 0, supp , , ,m m m m m
x y C R s R s x y R x R y Rϕ ϕ ϕ ϕ ϕΛ ∈ ∀ ∈ = ≥ ⊂ ⊂ ∈ ∈ 且 。 

3. 主要结果 

3.1. m 维无穷区域各向异性非齐次热传导方程非齐次初始条件的初值问题的求解 

定解问题 I (m 维无穷区域各向异性非齐次热传导方程非齐次初始条件的初值问题)： 
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定理 3.1.1 (定解问题 I 的精确解)：若 
1) ( )kj m m

A a
×

= 为 m 阶实对称正定矩阵， TA BB= ( B 为正线下三角矩阵)； 

2) ( ) ( ) ( )( )T
1 , , m

mx t x t x t R= ∈ ， ( )kx t 为充分光滑的单调函数， 1, ,k m=  ； 
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3) ( ) [ )( )0,t Cγ ∈ ∞ ； 

4) ( ) ( ) ( )
21

2, 0 e , 0 1
B x

m Tx C R x M
θ

ϕ ϕ θ

−

∈ ≤ ≤ ≤ < ； 

则定解问题 I 有充分光滑的精确解 

( ) ( ) ( ), , ,u x t V x t W x t= +                                    (4) 

其中 
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定解问题 I 的求解过程： 
记偏微分算子 
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2

, 1 1

1
2

m m

kj k
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L a r q r
x x x= =
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∂ ∂ ∂∑ ∑                               (7) 

先考虑 m 维线性常系数偏微分方程在无界区域 mR 的特征值问题 I 
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为求解特征值问题 I 和定解问题 I 我们建立了引理 3.1.1~引理 3.1.6。 
引理 3.1.1：设 ( )kj m m

A a
×

= 为 m 阶实对称正定矩阵，则存在正线下三角矩阵 ( ) m m
kj m m

B b R ×

×
= ∈ 满足

TA BB= 且分解是唯一的；且有 

1) 正线下三角矩阵 B 的行列式
1

0
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kj m m

B C c
−

×
= ，则C 为正线上三角矩阵， 1

1 1
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jj jj kj
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= =

= = > = > = −∏ ∏  ； 
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m n
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I k x c c x k m
= =

=∑ ∑  ， ( )T
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mx x x R= ∈ ；则当 ( )T
1, , 0mx x x= > ，有 

( ); 0, 1, ,I k x k m> =  ；当 ( )T
1, , 0mx x x= < ，有 ( ); 0, 1, ,I k x k m< =  。 

3)' 当 [ ]T1, , 0mx x x= < ，有 ( ) [ ] { }
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m
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( ) [ ] { }
1

1; , , 0, 1, ,
k

m

km

c
I k x x x C k m

c
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   。 

证明：由矩阵理论的结论[13]即知存在正线下三角矩阵 ( ) m m
kj m m

B b R ×

×
= ∈ 满足 TA BB= 且分解是唯一

的。由 TA BB= 有
2A B= 。 
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正线下三角矩阵 ( )kj m m
B b

×
= ，正线下三角矩阵 B 的行列式

1
0

m

jj
j

B b
=

= >∏ ，且 0, , 2, ,kjb k j j m= < =  ；

B 的转置矩阵 TB 为正线上三角矩阵。 TB 的逆矩阵C 为正线上三角矩阵。 
1

1 1
0, 0, , 1, , 1

m m

jj jj kj
j j
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= =

= = > = > = −∏ ∏  。 

下证 3) 由于C 为正线上三角矩阵，即有
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( )T
1, , mx x x=  为列向量，应用分块矩阵的乘法运算即有 

T
T

1 2
1 1 1

, ,
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j j j j jm j
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= = =
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∑ ∑ ∑                                (9) 

从而有 

( ) [ ] { }T
1 2; , , , 1, ,k k kmI k x c c c C x k m= ∈                              (10) 

由于 ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )
T1 1 1 1T T T T 1 T 1CC B B B B BB A

− − − −− −= = = = 即有 

( )
( )

( )

T 1

1;
2;

;

I x
I x

CC x A x

I m x

−

 
 
 
  = =
 
 
 
 





                                   (11) 

( )kj m m
A a

×
= 为正定矩阵，则 1A− 为正定矩阵， T 1x A x− 为正定二次齐式，从而有 
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> ≠∑                                     (13) 

由 x 的任意性，分别令 , 0, 1, ,p p px y y p mε= ≠ =  ， 

其中 ( ) ( ) ( )T T T
1 21,0,0, ,0 , 0,1,0, ,0 , , 0,0, ,0,1mε ε ε= = =    。 

https://doi.org/10.12677/pm.2018.81011


吴小庆 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2018.81011 81 理论数学 
 

由(13)式即有 

1
0, 1, ,

m

p kn pn p
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> =∑   
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由(14)，(15)两式即有：当 ( )T
1, , mx x x=  ， 0, 1, ,jx j m> =  ，有 ( ); 0, 1, ,I k x k m> =  ；显然也有： 

当 ( )T
1, , mx x x=  ， 0, 1, ,jx j m< =  ，有 ( ); 0, 1, ,I k x k m< =  。由(10)式： 
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                     (16) 

结论也可表述为：3)' 当 [ ]T1, , 0mx x x= < ，有 ( ) [ ] { }
1

1; , , 0, 1, ,
k

m

km

c
I k x x x C k m

c

 
 = < ∈ 
  

   ；当 

[ ]T1, , 0mx x x= > ，有 ( ) [ ] { }
1

1; , , 0, 1, ,
k

m

km

c
I k x x x C k m

c

 
 = > ∈ 
  

   。引理证毕。 

记 ,m mx R y R∈ ∈ ，作 mR 到 mR 的线性变换 

x By=                                           (17) 

记 

( ) ( ) ( )E x E By Y y= 
                                    (18) 

引理 3.1.2：若 x By= ，则有 
T

y xB∇ = ∇                                         (19) 

其中 

1

y

m

y

y

∂ 
 ∂ 
 ∇
 ∂ 
 ∂ 

                                          (20) 

为向量偏微分算子。 

证明：由(17)式即有
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1
11

1

m

p p
p

m
m

mp p
p

b y
x

x
b y

=

=

 
       =       
  

∑

∑

                                        (21) 

由(18)式即有

 

( ) ( ) ( )1 1
1 1

, , , ,
m m

m p p mp p
p p

E x E x x E b y b y Y y
= =

 
= = = 

 
∑ ∑                         (22)

 
由复合函数的求导法则，即有 

( ) ( ) ( )
1 1 111 1

T

1

, ,

, ,

m

m mm

m m m

y x xb b
Y y E x B E x

b b
y x x

∂ ∂ ∂     
     ∂ ∂ ∂            = =       ∂ ∂ ∂      
     ∂ ∂ ∂     



   



                      (23) 

即(19)式成立。引理证毕。 
m 维二阶线性偏微方程在无界区域 mR 的特征值问题 II 

( ) ( ) ( ) ( )
2

T
12

1

1 0, , ,
2

m
m

k k m
k kk

Y y Y y r Y y y y y R
y my

υ λ
=

 ∂ ∂  − + − = = ∈  ∂∂    
∑                   (24) 

其中 

1

m

k
k

λ λ
=

=∑                                          (25) 

( )
1

, 1, ,
k

k j jk
j

q r c k mυ
=

− =∑                                   (26) 

引理 3.1.3：若 x By= ，则特征值问题 I 中方程(8)与特征值问题 II 中方程(24)等价。 
证明：由 TA BB= ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T

1 1
T TT T

, 1

m

kj x x y y
k j k j

m m

x x
a E x A E x B B E x Y y

x x

x x

=

∂ ∂   
   ∂ ∂     ∂ ∂
   = = ∇ ∇ = ∇ ∇   ∂ ∂       ∂ ∂   
   ∂ ∂   

∑  

       (27) 

记 ( ) 1TC B
−

 ，由引理 3.1.1 矩阵C 为正线上三角矩阵。

 

由(18)式有 

1 1

m m

y x
C

y x

∂ ∂   
   ∂ ∂   
   =
   ∂ ∂   
   ∂ ∂   

                                        (28) 
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由矩阵乘法 

1
1 1

1

m

p
p p

m

mp
p mp

c
y x

c
xy

=

=

∂  ∂ 
   ∂ ∂   
   =
   ∂∂   
   ∂∂   

∑

∑

                                      (29) 

从而 

1

m

kp
pk p

c
x y=

∂ ∂
=

∂ ∂∑                                        (30) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 0

m m m m m

k k kp kp k
k k p p kk p p

E x Y y Y y
r q r q c c r q

x y y= = = = =

∂ ∂ ∂ − = − = − ∂ ∂ ∂ 
∑ ∑ ∑ ∑ ∑                 (31) 

由于C 为正线上三角矩阵，有 

( ) ( )
0 0

pm

kp k kp k
k k

c r q c r q
= =

− = −∑ ∑                                  (32) 

记 

( )
1

, 1, ,
p

p k kp
k

q r c p mυ
=

− =∑                                   (33) 

即有 

( ) ( ) ( )
1 1

m m

k p
k pk p

E s Y y
r q

x y
υ

= =

∂ ∂
− = −

∂ ∂∑ ∑                                (34) 

由(27)，(34)两式即知方程(8)与方程(24)等价。引理证毕。 
引理 3.1.4：特征值问题 II 的特征值 

( )
2 2

T
1

1 1

2

, , ,
2k

m m k k
m

m
k k

r
m Rβ β

β υ
λ λ λ β β β

= =

+ +
= = = ∈∑ ∑  

                      (35) 

所对应的特征函数为 

( ) ( ) 1 1e e
m m

k k k k
k k

y i y
Y y Y y

α β

β
= =
∑ ∑

= =                                  (36) 

其中 ( )T
1, , mυ υ υ  ， ( )

1
, 1, ,

p

p k kp
k

q r c p mυ
=

= − =∑  。 

证明：由分离变量法容易求解特征值问题 II： 
令 

( ) ( )
1

m

k k
k

Y y Y y
=

=∏                                       (37) 

则 

( ) ( ) ( )
2

2

d d1 0
2 dd

k k k k
k k k k

kk

Y y Y y r Y y
y my

υ λ − + − = 
 

                          (38) 
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( ) e k ky
k kY y α=                                        (39) 

21 0
2 k k k k

r
m

α υ α λ − + − = 
 

                                  (40) 

2 2k k k k
r
m

α υ υ λ = ± − − 
 

                                  (41) 

k k kiα υ β= ±                                        (42) 

2 22 2
e e e e e ,

k k k k k k k
k k k k k k

r ry iym y y iym
k kY R

υ υ λ λ υ
υ υ β β

    ± − −  ± − −        = = = ∈                     (43) 

22 ,k k k k
r R
m

β λ υ β = ± − − ∈ 
 

                                (44) 

2 2

2
k k

k
r
m

β υ
λ

+
= +                                       (45) 

由(45)式，(25)式即有(35)式成立。由(37)式，(43)式即有(36)式成立。引理证毕。

 

由(17)和(18)式换回原变量即得特征值问题 I 的特征函数。于是得到 
引理 3.1.5：特征值问题 I 的特征值 

( )
2 2

T
1

1 1

2

, , ,
2k

m m k k
m

m
k k

r
m Rβ β

β υ
λ λ λ β β β

= =

+ +
= = = = ∈∑ ∑ 

                      (46) 

所对应的特征函数为 

( )
1 1, ,

e e
B x i B x

E x
υ β

β

− −

=                                     (47) 

其中 ( )T
1, , mυ υ υ  ， ( )

1
, 1, ,

p

p k kp
k

q r c p mυ
=

= − =∑  。 

证明： 

( ) 1 1e e , ,
m m

k k k k
k k

y i y
m mY y R R

υ β

β υ β= =
∑ ∑

= ∈ ∈                               (48) 

( )T
1, , my y y=   

1y B x−=  

( ) ( )
1 1, ,, ,e e e e

B x i B xy i yY y E x
υ βυ β

β β

− −

= = =                            (49) 

引理证毕。

 
引理 3.1.6：特征值问题 I 的特征函数系 ( )

1 1, ,
e e

B x i B x
E x

υ β
β

− −

= 是无界区域 mR 带权函数 ( )
12 ,

e
B x

x
υ

ρ
−−

=

的完备正交系；正交关系即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )d 2π , ,m
m m m

R
E x E x x x B R Rβ β ρ δ β β β β′ ′ ′= − ∈ ∈∫                    (50) 

证明：由于 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1, , ,
d e e d e dm m m

i B x i B x i B x

R R R
E x E x x x x x

β β β β
β β ρ

− − −′ ′− −

′ = =∫ ∫ ∫                  (51) 
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变量替换 
1B x y− =                                          (52) 

则 

1
111 1 1

1

1

m

j j
jm

m
m mm m

mj j
j

b y
b b y

x By
b b y

b y

=

=

 
           = = =             
  

∑

∑



    



                            (53) 

( )
( )

1 1

1 11 1
1

1
1

1

, ,
, ,

m m
m

m
m m m mm

m

x x
y y b b

x x
B

y y
x x b b
y y

∂ ∂
∂ ∂

∂
= = =

∂
∂ ∂
∂ ∂







     







                        (54) 

即有变量替换的雅可比行列式 

( )
( )

1

1

, ,
0,

, ,
m m

m

x x
B x R

y y
∂

= ≠ ∈
∂





                                 (55) 

由多重积分变量替换公式，即有 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

1 1

1

, ,

, , 1

1

,

d e e d

, ,
e d e d

, ,

e d 2π , ,

m m

m m

m

i B x i B x

R R

i B x i y m
R R

m

mi y m m
R

E x E x x x x

x x
x y

y y

B y B R R

β β
β β

β β β β

β β

ρ

δ β β β β

− −

−

′−
′

′− ′−

′−

=

∂
= =

∂

′ ′= = − ∈ ∈

∫ ∫

∫ ∫

∫





                     (56) 

引理证毕。 
由引理 3.1.5 与引理 3.1.6 的结论可以引入广义特征函数法[11] [12]求解定解问题 I。 
不妨设解 [ )( )0,mu C R T∈ × ，将其表为特征函数的积分形式 

( ) ( ) ( ), dmR
u x t U t E xβ β β= ∫                                  (57) 

将上式两边乘以 ( ) ( )E x xβ ρ′ 再关于变量 x 在 mR 积分，利用正交关系(50)则有 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
1

, d

d d

2π d

2π

m

m m

m

R

R R

m

k kR
k

m

u x t E x x x

U t E x E x x x

U t B

B U t

β

β β β

β

β

ρ

ρ β

δ β β β

′

′

′
=

′

=

 = −  

=

∫
∫ ∫

∏∫
                             (58) 

得到 

( )
( )

( ) ( ) ( )1 , d ,
2π

m
m

m R
U t u x t E x x x R

B
β β ρ β= ∈∫                         (59) 

将方程中的自由项 ( ),f x t 也表为特征函数的积分形式 

https://doi.org/10.12677/pm.2018.81011


吴小庆 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2018.81011 86 理论数学 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ), dmR
f x t t x x t f t E xβ βγ δ β= − = ∫                           (60) 

由(59)即有 

( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )1 d
2π

mm R
f t t x x t E x x x

B
β βγ δ ρ= −∫                         (61) 

应用δ-函数的积分性质即

 ( ) ( )
( )

( )( ) ( )( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

1 1 1

1 1

, , 2 ,

, ,

e e e
2π 2π

e e
2π

B x t i B x t B x t

m m

i B x t B x t

m

t t
f t E x t x t

B B

t

B

υ β υ
β β

β υ

γ γ
ρ

γ

− − −

− −

− −

− −

= =

=
              (62) 

含参变量积分与算子 L 的运算交换次序即有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), d dm mR R
Lu x t U t LE x U t E xβ β β β ββ λ β= = −∫ ∫                       (63) 

且有 

( ) ( ) ( ), dmR

u x t U t E x
t β β β∂ ′=
∂ ∫                                  (64) 

由(2)式即有 

( ) ( ) ( ) ( ),0 0 dmR
x u x U E xβ βϕ β= = ∫                               (65) 

( )
( )

( ) ( ) ( )10 d
2π

mm R
U x E x x x

B
β β βϕ ϕ ρ= = ∫                           (66) 

将(60) (63) (64)式代入方程(1)即有 

( ) ( ) ( ) ( )d 0mR
U t U t f t E xβ β β β βλ β′ + − = ∫                            (67) 

由特征函数系的完备正交性即有 

( ) ( ) ( ) 0U t U t f tβ β β βλ′ + − =                                  (68) 

从而得到非齐次常微分方程的初值问题 

( ) ( ) ( )
( )

0, 0

0

U t U t f t t

U
β β β β

β β

λ

ϕ

′ + − = >


=
                               (69) 

用常数变易法得到非齐次常微分方程的初值问题的解为 

( ) ( ) ( )
0

e e d
tt tU t fβ βλ λ τ

β β βϕ τ τ− − −= + ∫                               (70) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

, d e d e d dm m m

tt t

R R R
u x t U t E x E x f E xβ βλ λ τ

β β β β β ββ ϕ β τ τ β− − − = = +   ∫ ∫ ∫ ∫         (71) 

( ) ( ) ( ), , ,u x t V x t w x t= +                                    (72)

 ( ) ( ), e dm
t

R
V x t E xβλ

β βϕ β−= ∫                                  (73) 

( ) ( ) ( ) ( )
0

, e d dm

t t

R
W x t f E xβλ τ

β βτ τ β− − =   ∫ ∫                            (74)

 
将(62)代入方程(74)即有 
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( ) ( )
( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( )
( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( )
( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

2 2
1 1

1 1

2
2

11
1

0

2

, ,2 2
0

2

, 2 2
0

1

, e d d
2π

e e d e e d
2π

1 e e d e e d
2π

m

m k m k

k k
m

m k
k

kk k

t t
mR

r
m t tt B x x i B x x

m R

r
m mt t i B x xt B x x

km
k

W x t E x x E x
B

B

B

βλ τ
β β

υ β
τ τυ τ β τ

υ
βτ τ β τυ τ

γ τ
τ ρ τ τ β

γ τ
τ β

γ τ τ β

− −
= =

−−
=

− −

+
− − − −− −

+
− −  − − −∞−  

−∞
=

∑ ∑

∑

 
=  

  

=

=

∫ ∫

∫ ∫

∏∫ ∫

 

( )
( )

( )
( )( ){ }

( ) ( )( )

( )
( )

( )
( )( ){ }

( ) ( )( )

( )
( )

( )

2
12

1
1

2
12

1
1

2

1

2
1
2 22

0
1

2
1
2 22

0
1

2

2
0

1 2π[ e d e e
2π

1 2πe d e e
2π

1 2πe d
2π

m k k
kk k

m k k
kk k

m k

k

r B x x
m mt B x xt t

m
k

r B x x
m mt B x xt t

m
k

r
m tt

m

tB

tB

B

τυ
τ υ ττ

τυ
τ υ ττ

υ
τ

γ τ τ
τ

γ τ τ
τ

γ τ τ

−

−
=

−

−
=

=

 −+  
−− −  −−  

=

 −+  
−− −  −−  

=

+
− −

∑

∑

∑

 =  − 

 =  − 

=

∏∫

∏∫

∫
( )( ) ( ){ }
( )

( )
2

1
21

2 2 2

1
e e

kk k
B x x t

tm
t

k t

τ τ υ
τ υ

τ

τ

− − − −  −−
−

=

 
 − 

∏

 

由于 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
2 21 1 1 1

1

m

kk kk
B x B x t B x B x tτ τ υ τ τ υ− − − −

=

 − − − = − − − ∑  

即知 

( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

21 1

22
0

2

1, e e d
2π

B x B x t
mt r t t

mW x t t
B

τ τ υ

τ ττ γ τ τ

− −− − −
−

− − − −= −∫                     (75) 

将(66)式代入(73)式即有 

( )
( )

( )

( )
( ) ( )

1 1 1 1

2 2
1

2 , , , ,

2 2

1

1, e d e e e e d
2π

1 d e e e d
2π

m
m

k k
k k

m

B B i B x Bt
m R

R

r tm t i B xm
km R

k

V x t
B

B

βυ ξ υ ξ β ξ υ ξλ

υ β β ξ

ϕ ξ ξ β

ϕ ξ ξ β

− − − −

−

− − − −

 
− +   − −∞    

−∞
=

=

=

∫ ∫

∏∫ ∫

                (76) 

( )
( )

( )
( ){ }

( )
( )

( ){ } ( ) [ ] [ ]

( )
( )

( ){ } [ ]

2
12

2 2 21 12

2 212

2 2

12

2
2 2

12

2 2

12

1, d e e
2π

1 d e e
2π

1 d e e
2π

k k

m

k k kk k k

m

k kk k

m

B xr tm m t
m R

k

B x B x t t tr tm m t
m R

k

B x t tr tm m t
m R

k

V x t
t B

t B

t B

ξυ

ξ ξ υ υ υυ

ξ υ υυ

ϕ ξ ξ

ϕ ξ ξ

ϕ ξ ξ

−

− −

−

   − − +  −  

=

     − − − + −   − +  −  

=

   − − − − +  −  

=

=

=

=

∏∫

∏∫

∏

( )
( )

( ) ( )
2

1 1

1
2

2

e d
2π

m
kk kk

m

B x B t
rt

t
m R

e

t B

ξ υ

ϕ ξ ξ

− −

=

 − −  − −
∑

=

∫

∫

 

由于 
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( ) ( ) 22
1 1 1 1

1

m

kk kk
B x B t B x B tξ υ ξ υ− − − −

=

 − − = − − ∑

 

即有 

( )
( )

( )
21 1

2

2

e, e d
2π

m

B x B trt
t

m R
V x t

t B

ξ υ

ϕ ξ ξ

− −− −− −
= ∫                            (78)

 

即定解问题 I 的解中 ( ),V x t 的表达式(78)式即知(5)式成立，解中 ( ),W x t 的表达式(75)式即(6)式成立。

定理 3.1.1 证毕。 
附注 3.1.1：在定理 3.1.1 的条件 4)下，易证(5)式右端积分在Ω绝对一致收敛，则所表示的V 在Ω连 

续，即 ( )V C∈ Ω ；且易证 ( ), ( )V VC C
x t

∂ ∂
∈ Ω ∈ Ω

∂ ∂
。 

3.2. m 维无穷区域各向异性热传导方程的奇异内边界问题 

数学模型 I (m 维无穷区域各向异性非齐次热传导方程齐次初始条件的奇异内边界问题)： 
求 ( ) ( ){ }, ;w x t x t ，使其满足 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( )
( )( ) ( )

2

, 1 1

1 , , ,0 (79)
2

,0 0, (80)

, max , , 0 (81)

lim , lim (82)
m

m m
m m

kj k
k j kk j k

m

x R

x x

w w wa r q rw t x x t x R x t R t T
t x x x

w x x R

w x t t w x t t T

w w

γ δ
= =

∈

→−∞ →∞

∂ ∂ ∂
= + − − + − ∈ ∈ < < ∂ ∂ ∂ ∂

 = ∈
 = < <

 < ∞ < ∞

∑ ∑

 

定理 3.2.1 (数学模型 I 的精确解)：若 
1) ( )kj m m

A a
×

= 为 m 阶实对称正定矩阵， TA BB= ( B 为正线下三角矩阵)； 

2) ( ) ( ) ( )( )T
1 , , m

mx t x t x t R= ∈ ， ( )kx t 为充分光滑的单调函数， 1, ,k m=  ； 

3) ( ) [ )( ) ( )0, , 0t C T tγ γ∈ ≥ ； 

则数学模型 I 的充分光滑的精确解为 ( ) ( ){ }, ;w x t x t ： 

( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

( )

21 1

22
0

2

1, e e d (83)
2π

, 0 (84)

B x B x t
mt r t t

mw x t t
B

x t tB T t

τ τ υ

τ ττ γ τ τ

υ χ

− −− − −
−

− − − −




= −


 = + > >

∫  

证明：定解问题 I 的精确解 ( ),W x t 表达式(6)即有(83)式满足(79)式，(80)式，(82)式三式。再令 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

21 1

1 1 1 1,

, ; ,

B x B x t

B x B x t B x B x t

J x t x J

τ τ υ

τ τ υ τ τ υ

τ τ

− −

− − − −

− − −

= − − − − − −

 

                       (85) 

下面由引理 3.2.1 和引理 3.2.2 完成定理 3.2.1 的证明；也可以由引理 3.2.3 和引理 3.2.4 完成定理 3.2.1
的证明。记 

( ) ( ) ( )1 1 0, 0B x t B x t tτ τ υ τ− −− − − ≡ ∀ ≥ ≥                             (86) 
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引理 3.2.1：(86)式等价于(84)式。 
证明：由(86)即有恒等式 

( ) ( )1 1 , 0B x t t B x tυ τ τυ τ− −− ≡ − ∀ ≥ ≥                               (87) 

令 0τ = 即得 

( ) ( )1 1 0B x t t B xυ− −− ≡  

在上式两端左乘 B 矩阵即有 

( ) ( )0x t tB xυ χ− ≡                                      (88) 

即得(84)式。反之(84)式成立， 0t τ∀ ≥ ≥ ，有 ( )x t tBυ χ− ≡ 和 ( )x Bτ τ υ χ− ≡ 两式，两式相减则有恒等式

( ) ( ) ( ) 0, 0x t x t B tτ τ υ τ− − − ≡ ∀ ≥ ≥ ；在上式两端左乘 1B− 矩阵即有(86)式成立。 
引理 3.2.2：若(83)式，(84)式成立；则有(81)式成立。 
证明：若(84)式成立，则有(86)式成立，即有

 ( ) ( ) ( )1 1 0, 0B x t B x t tτ τ υ τ− −− − − ≡ ∀ ≥ ≥  

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 21 1 1 1

2 2e 1 e 0, , 0
B x t B x t B x B x t

t t mx R t
τ τ υ τ τ υ

τ τ τ

− − − −− − − − − −
− −

− −≡ ≥ ≥ ∀ ∈ ∀ ≥ ≥                   (89) 

由(83)式，故有(81)式成立。证毕。 
由引理 3.2.1 和引理 3.2.2 即知(83) (84)式满足(81)式，从而满足数学模型 I。证毕。 
引理 3.2.3：当(83)和(84)式成立时，则有 

(a) ( )0, , , 1, ,
k

w x t k m
x −
∂

> ∈Ω =
∂

 ；(b) ( )0, , , 1, ,
k

w x t k m
x +
∂

< ∈Ω =
∂

 。 

证明：由于 

( ) ( ) ( ) ( )
2 21 1 T TJ B x B x t C x C x tτ τ υ τ τ υ− −= − − − = − − −

 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

T T T T

T
T T

,

2 ,

l l

l

C x C x t C x C x tJ
x x

C x C x C x t
x

τ τ υ τ τ υ

τ τ υ

∂ − − − − − −∂
=

∂ ∂

∂
= − − −

∂

                     (90) 

1
111 1 1

T

1

1

m

j j
jm

m
m mm m

jm j
j

c x
c c x

C x
c c x

c x

=

=

 
           = =             
  

∑

∑



    



                             (91) 

1
1 1T

1

m

j j
j l

l l m
lm

jm j
j

c x
c

C x
x x

c
c x

=

=

 
    ∂ ∂   = =  ∂ ∂      
  

∑

∑

                                   (92) 
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( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( )

1
T T

1
TT

1
T

2 ,

2

2

l

l
lm

l

lm

l

lm

c
J C x C x t
x

c

c
C x x t B

c

c
x x t B C

c

τ τ υ

τ τ υ

τ τ υ

 
∂  = − − − ∂

  

 
  = − − −   
  

 
 = − − −    
  







                            (93) 

由(93)即知，(84)式成立的充要条件是 

( )

0, 1,2, ,
l x x t

J l m
x

=

∂
≡ =

∂
                                    (94) 

又由 

( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

21 1

1 22
0

2

1, e e d
2 2π

B x B x t
mt r t t

m
l l

w Jx t t
x xB

τ τ υ

τ ττ γ τ τ

− −− − −
−

− − − − −∂ − ∂
= −

∂ ∂∫                  (95) 

( ) ( )
1

T T2 ,
l

l
lm

c
J C x C x t
x

c
τ τ υ

 
∂  = − − − ∂

  



                            (96) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1 1

T TT T2 2
l l

l
lm lm

c c
J C x C x t x x t B C
x

c c
τ τ υ τ τ υ

   
∂    = − − − = − − −   ∂

      

                 (97) 

(a) ( ) ( ), , , 0x t x x t t−∈Ω −∞ < < ∀ >

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0x x t B x t x t Bτ τ υ τ τ υ− − − < − − − ≡  
即有 

( ) ( ) 0x x t Bτ τ υ− − − <                                    (98) 

由引理 3.1.1 中 3)'的结论即得 0, 1,2, ,
l

J l m
x
∂

< =
∂

 ；再由(95)式即有 

( ) ( )( ), , , 0, 1, 2, ,
l

wx t x t t l m
x−
∂

∀ ∈Ω > =
∂

                             (99) 

从而有 

( )( )
( )(

( )
,

, max , , 0
x x t

w x t t w x t t T
∈ −∞ 

= < <                              (100) 

同理 

(b) ( ) ( )( ), , , 0, 1, 2, ,
l

wx t x t t l m
x+
∂

∈Ω < =
∂

                             (101) 

从而有 
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( )( )
( ) )

( )
,

, max , , 0
x x t

w x t t w x t t T
∈ ∞

= < <                              (102) 

引理 3.2.3 证毕。 
记 

( )( ) ( ), 0, 1, 2, , , 0,
l

w x t t l m t T
x
∂

= = ∀ ∈
∂

                             (103) 

引理 3.2.4：由(83)式确定的 ( ),w x t ，使得(84)式与(103)式等价。 
证明：由(95)式即知，当且仅当(94)式成立有(103)式成立。从而当且仅当(84)式成立时有(103)式成立。 
引理 3.2.4 证毕。 
当(83)和(84)式成立时，有引理 3.2.3，引理 3.2.4 成立，从而有(103)式，(100)式，(102)式成立，推出

(81)式成立。由此也得到定理 3.2.1 的证明。证毕。 
附注 3.2.1：定理 3.2.1 中解 ( ),w x t 由(83)式给出，它依赖于奇异源强度函数 ( ) 0tγ > 的确定。由(83)

式，(86)式即知 

( )( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )2
0

2

1, e d
2π

mt r t
mw x t t t t

B

ττ γ τ τ µ− − −= −∫                        (104) 

若边值函数 ( )tµ 为已知函数，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0

e d 2π
m mt r tt B tττ γ τ τ µ− − −− =∫                            (105) 

是关于奇异源强度函数 ( )tγ 作为未知函数的第一类 Volterra 积分方程。 
附注 3.2.2：奇异源强度函数 ( )tγ 也可以是广义函数，此时积分方程为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0

e d 2π
m mt r tt B tττ γ τ τ µ−

− − −− =∫                            (105)' 

例如，若边值函数为 ( ) ( ) 1 222π e
mm

rtt B tµ
−−− −= ，容易验证 ( ) ( ) , 0t t tγ δ= ≥ 是满足积分方程(105)'的解。 

定解问题 II (m 维无穷区域各向异性齐次热传导方程非齐次初始条件的初值问题)： 

( )

( ) ( )

2

, 1 1

1 , , 0 (106)
2

,0 , (107)

lim , lim | | (108)

m m
m

kj k
k j kk j k

m

x x

V V Va r q rV x R t T
t x x x

V x x x R

V V

ϕ

= =

→−∞ →∞

∂ ∂ ∂
= + − − ∈ < < ∂ ∂ ∂ ∂

 = ∈
 < ∞ < ∞

∑ ∑

 由定理 3.1.1 即知定解问题 II 的解由(5)式给出。 
定理 3.2.2 (定解问题 II 的解的性质定理)：若 ( )x t 由(84)式表出；则 
2) 当 ( ) ( ) , mx x Rϕ δ χ χ= − ∈ ；定解问题 II 的充分光滑的精确解可表为 

( )
( )

21 11
2

2

e, e
2π

rt B x B t
t

mV x t
t B

χ υ− −− − − −
=                               (109) 

且 ( )0, ,
k

V x t
x −
∂

> ∈Ω
∂

； ( )0, , , 1, ,
k

V x t k m
x +
∂

< ∈Ω =
∂

 ，满足 ( ) ( )( )max , , ,0
mx R

V x t V x t t t T
∈

= < < 。 

2) 当 ( ) ( )
21

2
, ,0 e ,0 1

B x

Tx M
θ

χϕ ϕ θ

−

∞∈Λ ≤ ≤ ≤ < ；定解问题 II 的充分光滑的精确解可表为 
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( )
( )

( )
( )

21 1

,

2

2

e, e d
2π

B x B trt
t

a mV x t
t B χ

ξ υ

ϕ ξ ξ

− −

∞

− −− −
= ∫                          (110) 

且 ( ) ( ) { }, 0, , , 1, 2, ,a

k

V x t x t k m
x −

∂
> ∈Ω ∈

∂
 ，满足

( )(
( ) ( )( )

,
max , , ,0a ax x t

V x t V x t t t T
∈ −∞ 

= < < ； 

3) 当 ( ) ( )
21

2
, ,0 e ,0 1

B x

Tx M
θ

χϕ ϕ θ

−

−∞∈Λ ≤ ≤ ≤ < ；定解问题 II 的充分光滑的精确解可表为 

( )
( )

( )
( )

21 1

,

2

2

e, e d
2π

B x B trt
t

b mV x t
t B χ

ξ υ

ϕ ξ ξ

− −

−∞

− −− −
= ∫                          (111) 

且 ( ) ( ) { }, 0, , , 1, 2, ,b

k

V x t x t k m
x +
∂

< ∈Ω ∈
∂

 ，满足
( ) )

( ) ( )( )
,

max , , ,0b bx x t
V x t V x t t t T

∈ ∞
= < < 。

 
证明：1) 当 ( ) ( ) , mx x Rϕ δ χ χ= − ∈ ；且 ( ) , 0x t tB tυ χ= + > 则由(5)式，定解问题 II 的解可表为 

( )
( )

( )

( )

21 1

21 1

2

2

1
2

2

e, e d
2π

e e
2π

m

B x B trt
t

m R

rt B x B t
t

m

V x t
t B

t B

ξ υ

χ υ

δ χ ξ ξ

− −

− −

− −− −

− − − −

= −

=

∫
                        (112) 

( )
2 21 1 1 10 B x t B t B x B tχ υ χ υ− − − −≡ − − ≤ − −                          (113) 

( )
2 21 1 1 11 1

2 2e e
B x B t B x t B t

t t
χ υ χ υ− − − −− − − − − −

≤                               (114) 

( ) ( )( )
( ) 2

e, ,
2π

rt

mV x t V x t t
t B

−

≤ =                                (115) 

满足 ( ) ( )( )max , , ,0
mx R

V x t V x t t t T
∈

= < < 。 

与下面 2)中的证明方法类似可证： ( )0, ,
k

V x t
x −
∂

> ∈Ω
∂

； ( )0, , , 1, ,
k

V x t k m
x +
∂

< ∈Ω =
∂

 。 

2) 当 ( ) ( )
21

2
, ,0 e ,0 1

B x

Tx M
θ

χϕ ϕ θ

−

∞∈Λ ≤ ≤ ≤ < ；定解问题 II 的充分光滑的精确解 ( ),aV x t 可由(110)表

出，记 
2 21 1 T T T T T T,I B x B t C x C t C x C t C x C tξ υ ξ υ ξ υ ξ υ− −− − = − − = − − − −

 
由(110)有 

( )
( )

( )

2T T

,

1
2

2

1 e e d
2 2π

rt C x C ta t
m

k k

V I
x t xt B χ

ξ υ
ϕ ξ ξ

∞

− − − −∂ ∂
= −

∂ ∂∫                        (116) 

T T T T T
T T

,
2 ,

k k k

C x C t C x C tI C x C x C t
x x x

ξ υ ξ υ
ξ υ

∂ − − − −∂ ∂
= = − −

∂ ∂ ∂
                (117) 
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1
111 1 1

T

1

1

m

j j
jm

m
m mm m

jm j
j

c x
c c x

C x
c c x

c x

=

=

 
           = =             
  

∑

∑



    



                            (118) 

1
1 1T

1

m

j j
j k

k k m
km

jm j
j

c x
c

C x
x x

c
c x

=

=

 
    ∂ ∂   = =  ∂ ∂      
  

∑

∑

                                  (119) 

( )

1T
T T T T

1
TT T

2 , 2 ,

2

k

k k
km

k

km

c
I C x C x C t C x C t
x x

c

c
C x C t

c

ξ υ ξ υ

ξ υ

 
∂ ∂  = − − = − − ∂ ∂

  

 
 = − −  
  





                   (120) 

由 ( ) ( ) ( ), , ; , ,x t x x t ξ χ χ ξ−∈Ω −∞ < < ∈ ∞ < < ∞

 

有 ( ) 0x tB x t tBξ υ χ υ− − < − − ≡  

即 
0x B tξ υ− − <                                       (121) 

再由引理 3.1.1 中 3)'的结论即得 

( ) { }
1

T2 0, 1,2, ,
k

k
km

c
I x tB C k m
x

c
ξ υ

 
∂  = − − < ∈ ∂

  

                          (122) 

从而 

( )
( )

( )
{ }

21 1

,

1
2

2

1 e e d 0, 1,2, ,
2 2π

rt B x B ta t
m

k k

V I k m
x t xt B χ

ξ υ
ϕ ξ ξ

− −

∞

− − − −∂ ∂
= − > ∈

∂ ∂∫ 
              (123) 

即有 

( ) ( ) { }, 0, , , 1, 2, ,a

k

V x t x t k m
x −

∂
> ∈Ω ∈

∂
                             (124) 

故满足
( )(

( ) ( )( )
,

max , , ,0a ax x t
V x t V x t t t T

∈ −∞ 
= < < ；

 

3)当 ( ) ( )
21

2
, ,0 e ,0 1

B x

Tx M
θ

χϕ ϕ θ

−

−∞∈Λ ≤ ≤ ≤ < ；定解问题 II 的充分光滑的精确解 ( ),bV x t 可由(111)式表

出。当 

( ) ( ) ( ), , ; , ,x t x t x ξ χ ξ χ+∈Ω < < ∞ ∈ −∞ −∞ < < ; 

( ) 0x tB x t tBξ υ χ υ− − > − − ≡                                 (125) 
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与 2)中证明类似，由引理 3.1.1 中 3)'的结论即得 

( ) { }
1

T2 0, 1,2, ,
k

k
km

c
I x tB C k m
x

c
ξ υ

 
∂  = − − > ∈ ∂

  

                          (126) 

从而 

( ) ( ) { }, 0, , , 1, 2, ,b

k

V x t x t k m
x +
∂

< ∈Ω ∈
∂

                             (127) 

故满足
( ) )

( ) ( )( )
,

max , , , 0b bx x t
V x t V x t t t T

∈ ∞
= < < 。证毕。 

数学模型 II (m 维无穷区域各向异性非齐次热传导方程非齐次初始条件的奇异内边界问题)： 
求 ( ) ( ){ }, ;u x t x t 使其满足 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )
( )( ) ( )

2

, 1 1

1 , , ,0 (128)
2

,0 , (129)

, max , , 0 (130)

lim , lim (131)
m

m m
m m

kj k
k j kk j k

m

x R

x x

u u ua r q ru t x x t x R x t R t T
t x x x

u x x x R

u x t t u x t t T

u u

γ δ

ϕ

= =

∈

→−∞ →∞

∂ ∂ ∂
= + − − + − ∈ ∈ < < ∂ ∂ ∂ ∂

 = ∈
 = < <

 < ∞ < ∞

∑ ∑

 

定理 3.2.3 (数学模型 II 奇异内边界问题解的存在定理)：若 
1) ( )kj m m

A a
×

= 为 m 阶实对称正定矩阵， TA BB=  ( B 为正线下三角矩阵)，

 

2) ( ) [ )( ) ( )0, , 0t C tγ γ∈ ∞ ≥ ， 
3) ( ) ( )x xϕ δ χ= − ； 

则数学模型 II 存在充分光滑的精确解 ( ) ( ){ }, ,u x t x t ： 

( ) ( ) ( )
( )

, , , (132)

, 0 (133)

u x t w x t V x t

x t tB T tυ χ

= +


= + > >
 

其中 

( )
( )

21 11
2

2

e, e
2π

rt B x B t
t

mV x t
t B

χ υ− −− − − −
=                               (134) 

( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

21 1

22
0

2

1, e e d
2π

B x B x t
mt r t t

mw x t t
B

τ τ υ

τ ττ γ τ τ

− −− − −
−

− − − −= −∫                    (135) 

证明：由定理 3.2.1，定理 3.2.2 即得。证毕。 
推论 3.2.1 (数学模型 II 奇异内边界问题解的存在定理)：若 
1) ( )kj m m

A a
×

= 为 m 阶实对称正定矩阵， TA BB= ( B 为正线下三角矩阵)； 

2) ( ) ( ) , 0t t tγ δ= ≥ ； 

3) ( ) ( )x xϕ δ χ= − ； 

则数学模型 II 存在充分光滑的精确解 ( ) ( ){ }, ,u x t x t ： 
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( ) ( ) ( )
( )

( )

( )

21 1
2

2

2

2 e, , , e (136)
2π

, 0 (137)

m
B x B x trt

t
m

tu x t w x t V x t
B

x t tB T tυ χ

− −− −− −

 = + =


 = + > >

 

其中 

( )
( )

( )
21 1

2
2

2

e, e
2π

m
B x B x trt

t
m

tV x t
B

− −− −− −
=                                (138) 

( )
( )

( )
21 1

2
2

2

e, e
2π

m
B x B x trt

t
m

tw x t
B

− −− −− −
=                                (139) 

3.3. m 维各向异性齐次热传导方程非齐次初始条件的自由边界问题 IIa和 IIb 
问题 IIa (m 维各向异性齐次热传导方程非齐次初始条件在区域 −Ω 上的自由边界问题)： 
求 ( ) ( ){ }, ,u x t x t ，使其满足 

( ) ( )( )

( ) ( )
( )( )

( )(
( )

2

, 1 1

,

1 , , , 0 (140)
2

,0 , (141)

, max , , 0 (142)

lim (143)

m m

kj k
k j kk j k

m

x x t

x

u u ua r q ru x x t t T
t x x x

u x x x R

u x t t u x t t T

u

ϕ

= =

∈ −∞ 

→−∞

∂ ∂ ∂
= + − − ∈ −∞ < < ∂ ∂ ∂ ∂

 = ∈

 = < <

 < ∞

∑ ∑

 

定理 3.3.1 (自由边界问题 IIa 解的存在定理)：若 
1) ( )kj m m

A a
×

= 为 m 阶实对称正定矩阵， TA BB= ( B 为正线下三角矩阵)，

 

2) ( ) [ )( ) ( )0, , 0t C tγ γ∈ ∞ ≥ ， 

3) ( ) ( )
21

2
, ,0 e ,0 1

B x

Tx M
θ

χϕ ϕ θ

−

∞∈Λ ≤ ≤ ≤ < ； 

则自由边界问题 IIa 存在充分光滑的精确解 ( ) ( ){ }, ,u x t x t ： 

( ) ( )
( )

, ( , ) , (144)

, 0 (145)
au x t w x t V x t

x t tB T tυ χ

= +


= + > >
 

其中 

( )
( )

( )
( )

21 1

,

2

2

e, e d
2π

B x B trt
t

a mV x t
t B χ

ξ υ

ϕ ξ ξ

− −

∞

− −− −
= ∫                          (146) 

( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

21 1

22
0

2

1, e e d
2π

B x B x t
mt r t t

mw x t t
B

τ τ υ

τ ττ γ τ τ

− −− − −
−

− − − −= −∫                    (147) 

证明：由于当 ( )x x t≠ 时， ( )( ) 0x x tδ − ≡ ，故当 ( )( ),x x t∈ −∞ 时， ( ),w x t 满足齐次方程(140)，从而

(144)式满足(140) (141) (143)三式；由引理 3.2.3 证明中(100)式有 ( )( )
( )(

( )
,

, max , ,0
x x t

w x t t w x t t T
∈ −∞ 

= < < ，又

https://doi.org/10.12677/pm.2018.81011


吴小庆 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2018.81011 96 理论数学 
 

定理 3.2.2 证明了 ( ),aV x t 满足
( )(

( ) ( )( )
,

max , , ,0a ax x t
V x t V x t t t T

∈ −∞ 
= < < ；即有 

( )(
( )

( )(
( )

( )(
( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
, , ,

max , max , max ,

, , , , 0

ax x t x x t x x t

a

u x t w x t V x t

w x t t V x t t u x t t t T

∈ −∞ ∈ −∞ ∈ −∞    
= +

= + = < <
 

即得(142)式成立。证毕。 
推论 3.3.1 (自由边界问题 IIa 解的存在定理)：若 
1) ( )kj m m

A a
×

= 为 m 阶实对称正定矩阵， TA BB= ( B 为正线下三角矩阵)， 

2) ( ) ( ) , 0t t tγ δ= ≥  

3) ( ) ( )
21

2
, ,0 e ,0 1

B x

Tx M
θ

χϕ ϕ θ

−

∞∈Λ ≤ ≤ ≤ < ； 

则自由边界问题 IIa 存在充分光滑的精确解 ( ) ( ){ }, ,u x t x t ： 

( ) ( ) ( )
( )

, , , (148)

, 0 (149)
au x t w x t V x t

x t tB T tυ χ

= +


= + > >

 其中 

( )
( )

( )
( )

21 1

,

2

2

e, e d
2π

B x B trt
t

a mV x t
t B χ

ξ υ

ϕ ξ ξ

− −

∞

− −− −
= ∫                          (150) 

( )
( )

( )
( )

21 1

2

2

e, e
2π

B x B x t
rt

t
mw x t

t B

ϑ

− −−
− −

−=                                (151) 

问题 IIb (m 维各向异性齐次热传导方程非齐次初始条件在区域 +Ω 上的自由边界问题)： 
求 ( ) ( ){ }, ,u x t x t ，使其满足 

( ) ( )( )

( ) ( )
( )( )

( ) )
( )

2

, 1 1

,

1 , , ,0 (152)
2

,0 , (153)

, max , ,0 (154)

lim (155)

m m

kj k
k j kk j k

m

x x t

x

u u ua r q ru x x t t T
t x x x

u x x x R

u x t t u x t t T

u

ϕ

= =

∈ ∞

→∞

∂ ∂ ∂
= + − − ∈ ∞ < < ∂ ∂ ∂ ∂

 = ∈

 = < <

 < ∞

∑ ∑

 

定理 3.3.2 (自由边界问题 IIb解的存在定理)：若 
1) ( )kj m m

A a
×

= 为 m 阶实对称正定矩阵， TA BB= ( B 为正线下三角矩阵)；

 

2) ( ) [ )( ) ( )0, , 0t C tγ γ∈ ∞ ≥ ， 

3) ( ) ( )
21

2
, ,0 e ,0 1

B x

Tx M
θ

χϕ ϕ θ

−

−∞∈Λ ≤ ≤ ≤ < ； 

则自由边界问题 IIb 存在充分光滑的精确解 ( ) ( ){ }, ,u x t x t ： 

( ) ( ) ( )
( )

, , , (156)

, 0 (157)
bu x t w x t V x t

x t tB T tυ χ

= +


= + > >
 

其中 
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( )
( )

( )
( )

21 1

,

2

2

e, e d
2π

B x B trt
t

b mV x t
t B χ

ξ υ

ϕ ξ ξ

− −

−∞

− −− −
= ∫                          (158) 

( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

21 1

22
0

2

1, e e d
2π

B x B x t
mt r t t

mw x t t
B

τ τ υ

τ ττ γ τ τ

− −− − −
−

− − − −= −∫                    (159) 

证明：由于当 ( )x x t≠ 时， ( )( ) 0x x tδ − ≡ ，故当 ( )( ),x x t∈ ∞ 时， ( ),w x t 满足齐次方程(152)，从而

(156)式 
满足(152) (153) (155)三式；由引理 3.2.3 证明中(102)式 

( )( )
( ) )

( )
,

, max , , 0
x x t

w x t t w x t t T
∈ ∞

= < < ， 

定理 3.2.2 证明了 ( ),bV x t 满足 

( ) )
( ) ( )( )

,
max , , , 0b bx x t

V x t V x t t t T
∈ ∞

= < < 即得 

( ) )
( )

( ) )
( )

( ) )
( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
, , ,

max , max , max ,

, , , , 0

bx x t x x t x x t

b

u x t w x t V x t

w x t t V x t t u x t t t T

∈ ∞ ∈ ∞ ∈ ∞    
= +

= + = < <
 

即得(154)式成立。证毕。 
推论 3.3.2：(自由边界问题 IIb 解的存在定理)：若 
1) ( )kj m m

A a
×

= 为 m 阶实对称正定矩阵， TA BB= ( B 为正线下三角矩阵)； 

2) ( ) ( ) , 0t t tγ δ= ≥ ； 

3) ( ) ( )
21

2
, ,0 e ,0 1

B x

Tx M
θ

χϕ ϕ θ

−

−∞∈Λ ≤ ≤ ≤ < ； 

则自由边界问题 IIa 存在充分光滑的精确解 ( ) ( ){ }, ,u x t x t ： 

( ) ( ) ( )
( )

, , , (160)

, 0 (161)
bu x t w x t V x t

x t tB T tυ χ

= +


= + > >
 

其中 

( )
( )

( )
( )

21 1

,

2

2

e, e d
2π

B x B trt
t

b mV x t
t B χ

ξ υ

ϕ ξ ξ

− −

−∞

− −− −
= ∫                          (162) 

( )
( )

( )
21 1

2

2

e, e
2π

B x B x trt
t

mw x t
t B

− −−− −
=                                (163) 

4. 结论 

I) 对于在 m 维(m 为某正整数)无穷区域 mR 的抛物型方程的不定常自由边界问题，可以转化为相应的

奇异内边界问题来研究。假设在区域 ( ) ( ){ }, | , 0,mx t x R t TΩ ∈ ∈ 存在一条无重点的奇异内边界 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2, | , 0, , ,x t x x t t T t t x t x tΓ = ∈ ∀ ≠ ≠  

建立奇异内边界问题数学模型 I。所求得的向量函数 ( ) , 0x t tB T tυ χ= + > > 就是问题 IIa 和问题 IIb 的公共
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自由边界。 
II) 在条件 ( )kj m m

A a
×

= 为 m 阶实对称正定矩阵， TA BB=  ( B 为正线下三角矩阵)下；获得了无穷区

域 mR 的 m 维各向异性热传导方程的自由边界问题 IIa 和问题 IIb 存在充分光滑的精确解。问题 IIa和问题

IIb 具有公共的自由边界： ( ) , 0x t tB T tυ χ= + > > ，其中 ( )T
1, , mυ υ υ  ， ( )

1
, 1, ,

p

p k kp
k

q r c p mυ
=

= − =∑  。

公式表明 m 维向量 Bυ 由 m 维各向异性的热传导方程中出现的所有参数 , ,kj ja q r 唯一确定。 
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