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Abstract 

Using Riccati-transform, we further study second-order nonlinear differential equations of the 

form ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )′′ ′ 0.r t x t p t x t q t f x t+ + =  We get some new oscillate criteria. 
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摘  要 

利用Riccati-变换技巧，对二阶非线性微分方程 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )′′ ′r t x t p t x t q t f x t 0+ + = 作进一步的研

究，给出了一些新的振动准则。 
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1. 引言 

考虑二阶非线性阻尼微分方程 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 0r t x t p t x t q t f x t′′ ′+ + =                             (E) 

其中 [ )( )0, , ,r p q C t∈ ∞ ， ( ) 0r t > ， 0t t≥ 。 ( )f C∈ ℜ ， ( ) 0xf x > ， ( ) 0f x′ ≥ ， 0x ≠ 。 

本文仅限于研究定义在 [ )0 ,t ∞ 上方程(E)存在的解。方程(E)的解称为振动的，如果它有任意大的零点；

否则称它为非振动的。 
方程(E)称为强次线性，如果 

( ) ( )0 0

d d0 , , 0v v
f v f v

ε ε
ε+ −

−
< < ∞ ∀ >∫ ∫                               (1.1) 

称为强超线性，如果 

( ) ( )
d d0 , , 0v v

f v f vε ε
ε

∞ −∞

−
< < ∞ ∀ >∫ ∫                               (1.2) 

近几年来，二阶微分方程振动理论及其应用受到很大的关注，出现大量的研究论文和专著，请参考

文[1]-[6]。特别许多学者对方程(E)的解的振动性给出了一些有效的振动准则，其中，Rgovchenko [5]虽然

对方程(E)建立了解的振动准则，但是文中对函数 f 作了严格的要求，即要求函数 f 满足条件 

( ) 0f x k′ ≥ >  

使得结果不能用于方程 ( ) ( ) ( ) ( )sgn 0, 0x t q t x t x t
α

α′′ + = > 。从而限制了它的适用范围。文[6]和文[7]建立

了方程(E)新的振动准则，推广和改善了文[5]的结果。 
本文目的同样在不要求 ( ) 0f x k′ ≥ > 的条件下，建立方程(E)新的振动准则，利用不同的 Riccati 变换

改善了文[6] [7]的结果，我们的结果推广和改善文[5] [6] [7] [8]相应结果，并以例子说明我们得到的结果

的重要性，进一步说明了文[6] [7]的结果不能用于本文所给例子。 

2. 主要结果 

定义函数 

( )
( )

( )

0

1

0

d , 0

d , 0

x

x

v x
f v

F x
v x

f v

+

−

 >
= 
 <


∫

∫
                                   (2.1) 

( )
( )

( )

2

d , 0;

d , 0.

x

x

v x
f v

F x
v x

f v

∞

−∞

 >
= 
 <


∫

∫
                                  (2.2) 

考虑集合 ( ){ }0,D t s t s t= ≥ ≥ 。函数 ( ),H C D R∈ 称为属于 X，记为 H X∈ ，如果 
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(A1) ( ) ( ) ( )0, 0, , , 0, , ;H t t t t H t s t s D= ≥ > ∈  

(A2) ( ) ( ) ( )0, 0, ; , 0, , ;H Ht t t t t s t s D
s s

∂ ∂
= ≥ ≤ ∈

∂ ∂
 

使用一些记号定义函数， [ ) ( )( )1
0 , , 0,C tρ ∈ ∞ ∞ ，令 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1P t t p t t r t t r t
r t

ρ ρ ρ′ ′= + −  

定理 2.1：设函数 f 满足(1.1)式， H X∈ ，若存在正函数 [ ) ( )( )1
0 , , 0,C tρ ∈ ∞ ∞ ，满足 

( ) ( ) 00, 0,P t P t t t′≥ ≤ ≥                                   (2.3) 

且 

( ) ( ) ( ) ( )
( )0

0

1limsup , d
,

t

tt

q s
H t s s s

H t t r s
ρ

→∞
= ∞∫                            (2.4) 

则方程(E)振动。 
证设方程(E)有一个非振动解 ( )x t ，不妨设 ( ) 0x t > ，考虑广义 Riccati 变换 

( ) ( ) ( )
( )( )

x t
w t t

f x t
ρ

′
=                                     (2.5) 

(2.5)式对 t 进行求导，并由(E)式，知 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )( )

( )
( )

( ) ( )
( )( )

( ) ( )
( )

( )
( )( )

( ) ( )
( )

( )
( )( )

( )
( )

( ) ( )( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )
( )( ) ( )( )

( )( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( )

( ) ( )
( ) ( )

2

2

2

2

1

1

t r t x t t r t x t
w t

r t r tf x t f x t

r t x t x t f x tt r t x t t r t x t t
t

r t r t r tf x t f x t f x t f x t

x t f x tq t x t
t t p t t r t t r t t

r t r t f x t f x t

q t x t
t t p t t r t t r t

r t r t f x t

q t x
t P t

r t

ρ ρ

ρ ρ ρ
ρ

ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

ρ

′′    ′ ′
′ = +         

′′ ′ ′′ ′ ′ ′
= − + −

′ ′′
′ ′= − − + − −

′
′ ′≤ − − + −

′
= − −

( )
( )( )
t

f x t

      (2.6) 

不等式(2.6)两边同时乘以 ( ),H t s ，并对此从 t0 到 t 对 s 进行积分，得 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )0 0 0
, d , d , d

t t t

t t t

q s x s
H t s s s H t s w s s H t s P s s

r s f x t
ρ

′
′≤ − −∫ ∫ ∫                (2.7) 

利用条件(A2)，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 0 0 0, d , , d ,
t t

t t

HH t s w s s H t t w t t s w s s H t t w t
s

∂′− = + ≤
∂∫ ∫                (2.8) 

由条件(2.3)和积分中值定理知，对任意固定的 0s t≥ ，存在 [ ]0 ,t sζ ∈ ，使得 

( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )
( )0

0 0
0 0

dd d
s x t

t t x

x v x v
P v v P t v P t

ff x v f x v
ζ

ζ

τ
τ

′ ′
− = − =∫ ∫ ∫                    (2.9) 
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由(2.1)知，当 0x > 时，有 

( )( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
0

0

0

00

0, ,
d

d , ,
x t

x t
x

x x t

x x tf
f

ζ

ζ
τ

τ
ζτ

τ+

 >
<  ≤


∫ ∫

当

当
 

注意(2.1)式，于是(2.9)式可改成 

( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )0

0
0 0 1 0 1 0

dd ,
s x t

t x

x v
P v v P t P t F x t L s t

ff x v ζ

τ
τ

′
− = ≤ ≡ ∀ ≥∫ ∫                (2.10) 

利用(2.10)式，得到 

( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( )

0 0 0

0 0

0
1 1 0

, d , d d

, d d

, d ,

t t s

t t t

t s

t t

t

t

x s x v
H t s P s s H t s P v v

f x t f x v

x vH t s P v v s
s f x v

HL t s s L H t t
s

 ′ ′
− = −  

 
 ′∂

= − −  ∂  
∂ ≤ − = ∂ 

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫

                (2.11) 

联合(2.7)，(2.8)和(2.11)时，得到 

( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

0
0 1 0 0, d , ,

t

t

q s
H t s s s w t L H t t LH t t

r s
ρ ≤ + =∫  

因此 

( ) ( ) ( ) ( )
( )0

0

1limsup , d
,

t

tt

q s
H t s s s L

H t t r s
ρ

→∞
≤∫  

上式与条件(2.4)矛盾，同理 ( ) 0x t < 时也成立，定理 2.1 证毕。 
定理 2.2 设函数 满足(1.2)式， H X∈ ，若存在正函数 [ ) ( )( )1

0 , , 0,C tρ ∈ ∞ ∞ ，满足 

( ) ( ) 00, 0,P t P t t t′≤ ≤ ≥                                   (2.12) 

且条件(2.4)成立，则方程(E)振动。 
证设方程(E)有一个非振动解 ( )x t ，如同定理 2.1 的证明一样，我们有(2.7)和(2.8)式对 0t t≥ 成立。 

由条件(2.12)和积分中值定理，对任意固定的 0s t≥ ，存在 [ ]0 ,t sζ ∈ ，使得 

( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )
( )

0 0 0
0 0

dd d
s x

t t x t

x v x v
P v v P t v P t

ff x v f x v
ζ ζ τ

τ
′ ′

− = − = −∫ ∫ ∫                  (2.13) 

由(2.2)知，当 0x > 时 

( )( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
0

0

0

0

0, ,
d

d , ,
x

x t
x t

x x t

x x tf
f

ζ
ζ

τ
τ

ζτ
τ

∞

 <
<  ≥


∫ ∫

当

当
 

注意到(2.2)式，于是(2.13)式可改成 

( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
0 0

0 0 2 0 2 0
dd ,

s x

t x t

x v
P v v P t P t F x t L s t

ff x v
ζ τ

τ
′

− = − ≤ − ≡ ∀ ≥∫ ∫               (2.14) 

f
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利用(2.14)式，得到 

( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
0 0 0 0

2 2 0, d , d d , d ,
t t s t

t t t t

x s x v HH t s P s s H t s P v v M t s s L H t t
sf x t f x v

 ′ ′ ∂ − = − − ≤ − =     ∂  
∫ ∫ ∫ ∫  

此时，(2.7)式成为 

( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

0
0 2 0 0, d , ,

t

t

q s
H t s s s w t L H t t L H t t

r s
ρ ′≤ + =∫  

因此， 

( ) ( ) ( ) ( )
( )0

0

1limsup , d
,

t

tt

q s
H t s s s L

H t t r s
ρ

→∞
′≤∫  

上式与条件(2.4)矛盾，同理当 ( ) 0x t < 时结论也成立，定理 2.2 证毕。 

推论 2.1：当 ( )( ) ( ) ( )sgn , 1f x t x t x t
α

α= ≥ 时， H X∈ 。若存在正函数 [ ) ( )( )1
0 , , 0,C tρ ∈ ∞ ∞ ，满足

条件(2.12)和(2.4)式，则方程(E)振动。 
证设方程(E)有一个非振动解 ( )x t ，不妨设 ( ) 0x t > ，定义函数 

( ) ( ) ( )
( )

x t
w t t

x tαρ
′

=                                     (2.15) 

(2.15)式对 t 进行求导，并由(E)式，得 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

0

2 1

2

2

1
2

,

1

1

t r t x t t r t x t
w t t t

r t r tx t x t

r t x t x t r t x t x tr t x t t
t t

r t r tx t x t

q t x t x t
t t p t t r t t r t t

r t r t x t
x t

q t
t t p t t r t t r t

r t r t

α α

α α

α α

α α

ρ ρ

αρ
ρ ρ

ρ ρ ρ ρ αρ

ρ ρ ρ ρ

−

+

′′    ′ ′
′ = + ≥     

   
′′ ′−   ′  ′  ′= − +  

 

 
′ ′ ′ ′= − − + − −  

  
′

′ ′≤ − − + −
( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

x t
x t

q t x t
t P t

r t x t

α

αρ
′

= − −

        (2.16) 

不等式(2.16)两边同时乘以 ( ),H t s ，并对此从 t0 到 t 对 s 进行积分，因此 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )0 0 0
, d , d , d

t t t

t t t

q s x s
H t s s s H t s w s s H t s P s s

r s x sαρ
′

′≤ − −∫ ∫ ∫                (2.17) 

利用条件(A2)，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 0 0 0, d , , d ,
t t

t t

HH t s w s s H t t w t t s w s s H t t w t
s

∂′− = + ≤
∂∫ ∫               (2.18) 

由条件(2.12)和积分中值定理知，对任意固定的 0s t≥ ，存在 [ ]0 ,t sθ ∈ ，使得 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
0 0

0 01 1 1
0 0 0 3d d

1 1
s

t t

P t P tx u x u
P u u P t u x t x x t L

x u x u
θ α α α

α α θ
α α

− − −′ ′ − −
− = − = − ≤ =

− −∫ ∫       (2.19) 
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利用(2.19)式，得到 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

0 0 0

0 0

0
3 3 0

, d , d d

, d d

, d ,

t t s

t t t

t s

t t

t

t

x s x u
H t s P s s H t s P u u

x s x u

x uH t s P u u s
s x u

HL t s s L H t t
s

α α

α

 ′ ′
− = −  

 
 ′∂

= − −  ∂  
∂ ≤ − = ∂ 

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫

                 (2.20) 

联合(2.17)，(2.18)和(2.20)，有 

( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

0
0 3 0 0, d , ,

t

t

q s
H t s s s w t L H t t L H t t

r s
ρ ′′≤ + =∫  

因此 

( ) ( ) ( ) ( )
( )0

0

1limsup , d
,

t

tt

q s
H t s s s L

H t t r s
ρ

→∞
′′≤∫  

上式与条件(2,4)矛盾，同理当 ( ) 0x t < 时结论也成立，证毕。 
注 1：在方程(E)中取 ( ) ( )1, 1r t p t≡ ≡ 。若存在正函数 [ )( )1

0 ,C tρ ∈ ∞ 使得满足 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )0, 0t t t tρ ρ ρ ρ ′′ ′− ≥ − ≤ ，且条件(2.4)成立，则方程(E)成立。 

注 2：当 ( ) 0p t = 时，推论 2.1 推广和改善了文献[1] [2] [3]的相应结果。 

3. 应用 

例考虑二阶阻尼微分方程 

( ) ( ) ( ) ( )
3

0
1 1 π 2sgn 0,

8 π2 2
x t x t t x t x t t t

t t t
α′ ′ ′+ + = ≥ = 

 
                   (E1) 

其中，我们取 ( ) ( ) ( ) ( )
3

21 1 π, , ,
82 2

r t p t q t t t t
t t t

ρ= = = = 。且取 ( ) ( )2

7
2

,
t s

H t s
s

−
= ，则对任意 ( ) 0x t ≠ ，

我们有 

( ) ( )2 21 1 1 1 1 32 0, 0.
4 82 2 2

P t t t t P t
t t t t t t
  ′= × − × − × = − < = 
 

 

且有 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
0

7

2 3
22

2 22 7 2
π π0 2

3

2

2 8
π1 π π, d 2 d d

, 82 2
π π

8
1 2 8 2π
3 π 9π π2

π

t t t

t

q s t s sH t s s s s s s t s s
H t t r s

st t

t t
t

ρ

 
  − = × × = −

   − −   
   

   = × − = −   
    − 

 

∫ ∫ ∫

 

https://doi.org/10.12677/pm.2018.83026


苏新晓 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2018.83026 214 理论数学 

 

因此， 

( ) ( ) ( ) ( )
( )00

1 8 2limsup , d limsup
, 9π π

t

tt t

q s
H t s s s t

H t t r s
ρ

→∞ →∞

 = − = ∞ 
 ∫  

显然，方程(E1)满足条件(2.12)和(2.4)，故由推论 2.1 知方程(E1)振动。但是，文献[5] [6] [7] [8]中的

振动准则都不能应用于方程(E1)。 
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