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Abstract 
Quaternion matrix has a wide range of applications in the field of engineering technology, physics 
and computer science. In this paper, we describe the background and development of quaternion 
and quaternion matrices. Moreover some basic definitions and theorems of quaternion and qua-
ternion matrices are demonstrated. Finally, we discuss the Jacobi iteration of right eigenvalues of 
real self-adjoint quaternion matrices based on the real-representation. 
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摘  要 

四元数矩阵在工程技术、物理学和计算机科学等学科有广泛的应用。本文首先简述了四元数及四元数矩

阵的背景和发展状况；其次列出了基本定义和定理；最后借助于四元数矩阵的实表示，讨论了实自共轭

四元数矩阵右特征值的Jacobi迭代。 
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1. 引言 

四元数是继复数之后的又一新的数系，它是英国数学家哈密尔顿在 1843 年首先提出来的，至今已有

一个半世纪了。哈密尔顿建立四元数理论最初的目的是为研究空间矢量，通过类似解决平面问题中使用

的复数方法寻找到了四元数。但由于当时数学工具所限，四元数最初只是在刚体定位中得到某些简单应

用，学者并未发掘四元数真正的优越性，因而在整整一个世纪中四元数的研究基本上是停滞的。随着研

究不断深入，数学物理学者们发现四元数和四元数矩阵可以较好地处理刚体运动学，尤其是旋转矩阵运

算与单位四元数的运算非常相似，因此四元数作为一种非常有效的工具被运用到理论力学刚体运动的研

究中。之后，在计算机图形学中，四元数被广泛的用于彩色图像处理。如今，四元数及其矩阵在越来越

多的领域得到运用，得到了国内外学者的关注[1] [2] [3] [4]。而矩阵与其特征值不仅仅是数学理论研究中

重要组成部分，在理论物理、工程力学和计算机科学中也有非常重要的应用。因此，国内外许多学者对

四元数矩阵特征值在理论和实际应用方面做了很多研究[5] [6] [7] [8]。借助于经典的矩阵特征值的计算方

法，我们希望可以对四元数矩阵的特征值问题做简单的理论研究，直观地分析特征值的性质，继而可以

进一步地研究四元数矩阵的特征值的精确计算问题。 
本文讨论了自共轭实四元数矩阵特征值的 Jacobi 迭代。第二部分简单介绍了四元数与四元数矩阵，第三

部分将经典的 Jacobi 迭代推广到对自共轭四元数矩阵的特征值的计算中，最后一部分对文章内容进行了小结。 

2. 基础知识 

首先介绍一些四元数和四元数矩阵基础的概念和命题，更多其他相关知识可以参考文献[1] [2]。 
定义 2.1：设 

 , , ,q a bi cj dk a b c d R= + + + ∈                               (2.1.1) 

其中 , ,i j k 满足 2 2 2 1i j k= = = − ，ij ji k= − = ， jk kj i= − = ，ki ik j= − = ，则称形为(2.1.1)的数为四元数，

四元数的全体记为 Q，即 

{ }, , , .Q a bi cj dk a b c d R= + + + ∈  

设 1 1 1 1 1q a b i c j d k Q= + + + ∈ ， 2 2 2 2 2q a b i c j d k Q= + + + ∈ ，则两个四元数的相等、加法与乘法分别规

定如下： 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, , ,q q a a b b c c d d= ⇔ = = = =  

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2 1 2q q a a b b i c c j d d k+ = + + + + + + +  

( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 2 1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 2 1 1

q q a a b b c c d d a b b a c d d c i

a c a c b d d b j a d d a b c c b k

= − − − + + + −

+ + + − + + + −
 

容易验证四元数的乘法不满足交换律，即 ab ba= 不一定成立。这是它与实数和复数最显著的差异，
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使得对它的研究要比对实数、复数的研究困难得多。 
对于四元数 q a bi cj dk Q= + + + ∈ ，定义它的共轭和模分别为： q a bi cj dk= − − − 和 

2 2 2 2q a b c d= + + + 。 

定义2.2：设矩阵 ( )ij m n
A a

×
= ， ija Q∈ ，则称A为m × n阶四元数矩阵，m × n阶四元数矩阵的全体记为 m nQ × 。 

众所周知，矩阵的特征值无论是在理论研究还是实际应用中都有非常重要的作用。1989 年，

Bunse-Gerstner 等将复矩阵的 QR 算法应用到四元数矩阵中，给出了四元数矩阵的 QR 分解和 Schur 分解，

从而得到该四元数矩阵的右特征值和右特征向量。下面给出四元数矩阵的特征值的定义。 
定义 2.3：对 Q 上 n 阶方阵 A，如果存在 λ Q∈ 与 n 维非零列(或行)向量α 使得 Aα αλ= (或 Aα λα= )，

则称 λ 为 A 的右(左)特征值，α 是 A 的属于右(或左)特征值 λ 的右(或左)特征向量。 
由于四元数不满足乘法交换律，因此与通常矩阵的特征值不同，一般情况下，四元数矩阵 A 的右特

征值不一定是左特征值，反之，其左特征值也不一定为右特征值。到目前为止，关于四元数矩阵右特征

值的研究已经得到了很多令人满意的结果，有兴趣的读者可以参见[1] [2]。 
定理 2.1：[见 2，定理 3.6.1]设 n nQ ×∈A ，则 A 的右特征值存在，且有 
1) A 的为复数的右特征值的集合 = Aσ 的复特征值的集合； 
2) A 的右特征值的集合 = { 1a aλ− | 0 a Q≠ ∈ ， λ 为 Aσ 的复特征值}， 

其中，
1 2

2 1

A A

A Aσ

 
=   − 

A 为四元数矩阵 A 的复表示矩阵， 1 2
m nA A j Q ×= + ∈A (其中 1 2, m nA A C ×∈ )是 A

在复数域 C 上的分解式。 
但四元数矩阵左特征值的性质非常复杂，得到的成果还很有限。本文也只是对右特征值和右特征向

量做简单研究。 

3. 自共轭实四元数矩阵的特征值 

四元数的计算本质上要化为复数的计算，而复数的计算又要化为实数的计算。因此，任何实四元数

矩阵右特征值的计算本质上就是其复表示矩阵复特征值的计算。 
定义 3.1：设 n nQ ×∈A ，如果 ∗ =A A，则称 A 是 Q 上的一个 n 阶自共轭实四元数矩阵，其全体记为

( ),Q n ∗ 。 ∗A 表示四元数矩阵 A 的共轭转置矩阵。 
为了研究四元数矩阵的特征值，将 n 阶自共轭实四元数矩阵 A 写成 

0 1 2 3A A i A j A k= + + +A  

其中 0 1 2 3, , ,A A A A 均为实矩阵。 
由 ∗ =A A得 

T T T T
0 0 1 1 2 2 3 3,  ,  ,  A A A A A A A A= = − = − = −                            (3.1.1) 

设自共轭实四元数矩阵 A 的右特征值为 λ ，且对应特征向量为 
U Vi Wj Gk+ + + ，其中 , , ,U V W G 均为实的 n 维列向量，则 

( )( ) ( )0 1 2 3A A i A j A k U Vi Wj Gk U Vi Wj Gkλ+ + + + + + = + + +                   (3.1.2) 

由文献[10]可知自共轭实四元数矩阵 A 的特征值均为实数，所以(3.1.2)式可以写成 

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

A A A A U U
A A A A V V
A A A A W W
A A A A G G

λ

− − −    
    −    =
    −
    

−     
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令 

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

A A A A
A A A A
A A A A
A A A A

− − − 
 − =
 −
 

− 

S  

由(3.1.1)式知 S 为实对称矩阵。因而自共轭实四元数矩阵的特征值问题就可转化成实对称矩阵的特

征值问题，再通过 Jacobi 方法、分治法或 QR 方法进行估计或求解，这比直接对自共轭实四元数矩阵求

特征值和特征向量问题方便，也较容易理解。在此介绍经典的 Jacobi 方法，其他方法可以参考文献[9] [10]。 
定义 3.2：称矩阵 

( )

1

1
cos sin

1

1
sin cos

1

1

ij

θ θ

G θ

θ θ

 
 
 
 
 
 
 
 

=  
 
 
 −
 
 
 
  
 







 

为 n 维空间 nR 中(i,j)平面上的旋转矩阵或 Givens 矩阵。 
经典 Jacobi 方法的基本思想是：对 0S S= ，构造一系列平面旋转矩阵 1 2, , , kG G G ，并计算： 

( )T
1  1, 2,k k k kS G S G k−= = ⋅ ⋅ ⋅                                 (3.1.3) 

虽然一般很难在经过有限次变换后将给定的矩阵 S 化为对角矩阵，但有如下收敛性定理。 
定理 3.1 [10]：按经典 Jacobi 方法生成的矩阵序列{ }kS 的非对角元素均收敛于 0，即 

( )1 2lim , , ,k nk
S diag λ λ λ

→∞
= ⋅⋅ ⋅ 。 

由此我们可以通过上述 Jacobi 方法求出 S 的特征值，这同时也是实自共轭矩阵 A 的特征值。 
由于经典 Jacobi 方法非常容易利用程序实现实对称矩阵的全部特征值及对应的特征向量的计算，这

使得我们可以利用这种简单易于操作的方法求解实共轭四元数矩阵的特征值。 

4. 小结 

由于四元数的非交换性，四元数矩阵具有与复矩阵所不同的性质和特点。本文主要对自共轭四元数

矩阵特征值的简单计算做了一些讨论，其中所介绍的 Jacobi 迭代法是复矩阵研究特征值问题的一种重要

结论，借助于四元数矩阵的复表示，将复矩阵的研究方法到四元数矩阵中，希望通过这些尝试，我们可

以对四元数矩阵特征值有进一步直观的了解。 
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